
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non- commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 

at http : //books . google . com/| 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



LEOPOLD KRONECKER'S WERKE. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



© 



LEOPOLD KRONE CKER'S 

WERKE 



HERAUSGEGEBEN AUF VERANUSSUNG 



DER 



KÖNIÖUCH PREÜSSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 



YON 



E. HENSEL. 



DRITTEN BANDES ERSTER HALBBAND. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. 0. TEUBNER. 
1899. 



Digitized by 



Google 



LIBRARY t)F THE 
lElAMD STANFORD JR, UmERSnY. 



ALLE RBOHTE, EHISCHL^ESSLICH DES ÜBEBSETZÜNGSBEGHTES, YOBBEHALTBN. 



Digitized by 



Google 



VORREDE. 



Nach dem in der Vorrede zum ersten Bande veröffentlichten Plane 
sollen die drei ersten Bande der Werke Leopold Eronecker's alle auf die 
arithmetische Theorie der algebraischen Grössen bezüglichen veröffentlichten 
Tuid nachgelassenen Abhandlungen enthalten. 

Da die Anzahl und der Umfang der noch nicht veröffentlichten Arbeiten 
verhälinissmässig gross ist, so erschien es zweckmässig, den letzten von diesen 
drei Bänden in zwei Halbbande zu theilen, von denen ich den ersten hiermit 
der Oeffentlichkeit übergebe. Er enthalt 16 Abhandlungen, deren Publication 
in die Zeit von 1883—1890 fallt. 

Bei der genauen Nachprüfung dieser Arbeiten bin ich, wie ich hier 
mit aufrichtigem Danke hervorheben möchte, in wirksamster Weise durch 
die Herren Hermite, Eneser, Minkowski, Netto, Steinitz und Yahlen 
unterstützt worden; so konnte das Erscheinen dieses Bandes verhdltnissmässig 
schnell nach dem des zweiten Bandes erfolgen. 

Berlin, im April 1899. 

K. Hensel. 
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SÜR LBS UNITfiS COMPLEXES. 



>Une Lettre de Lejeune-Dirichlet, adress^ k Liouville et ins^r^e dans 
les Ckmptes rendm de 1840 (t. X, p. 285^), contient les premiferes Communi- 
cations de Tillustre g^om^tre sur ses recherches concernant les unit^s com- 
plexes. Jamals on n'ayait encore abord^ dans toute leur gön^ralit^ ces 
belles questionSy qui comptent parmi les plus ^levöes de rArithm^tique. 
Lejeune-Dirichlet se sert^ pour les r^soudre, de m^thodes h, la fois simples 
et föcondes. Dans ces recherches comme dans tant d'autres, il &it plutöt 
usage de la puissance admirable de sa pens^ que de sa connaissance pro- 
fonde des m^thodes analytiques. II trouve ainsi la voie la plus directe qui 
conduit au r^sultat. 

> Lejeune-Dirichlet a communiqu^ plus tard k TAcadömie de Berlin 
trois Notes (Monatsberichte, octobre 1841, avril 1842, mars 1846*) dans lesqueUes 
il donne les r^sultats principaux de ses recherches sur les unit^s complexes, 
mais indique seulement les dömonstrations. Dans la Note de 1846, il d^signe 
comme point capital de cette thöorie que, si les yaleurs absolues difT^rentes 
des racines de Töquation fondamentale sont en nombre h, on peut trouver 
h — 1 unit^s complexes ind^pendantes. 

>Dans les Lebens sur la thöorie arithmötique des formes alg^briques 
que j'ai donn^es k TUniversitö de Berlin en fövrier et mars 1882, j'ai exposö 
dans tous ses d^tails la thöorie des unit^s complexes et j'ai surtout cherchö 
k mettre en pleine lumifere la cause du succfes des m^thodes employ^es par 



O, LtjtwM-DirichUi gesammelte Werke Bd. I S. 619—624. H. 

*) G, L^eune-DiriMet gesammelte Werke Bd. I S. 625—682, 688-688, 689-644. H. 

1* 
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4 SÜR LES ÜNITfiS COMPLEXES. 

Lejeune-Dirichlet. A cet eflfet, j'ai spöcialement d^velopp^ les consid^rations 
gön^rales indiqu^es dans la Note de 1842. Le titre de cette Note, G^n^rdUr 
sation d'un tMoreme concernant les fractions contimtes et applications ä la thSorie 
des nambreSf indique d^jä sa grande port^e. J'ai 6t6 ainsi amen^ ä modifier 
sensiblement la dömonstration du point capital ^nonc^ dans la Note de 1846 
et h, ^claircir notablement les möthodes de Lejeune-Dirichlet. 

>I1 m'a semblö que le rösultat de mes recherches pourrait offrir 
quelque int^r^t aux g^om^tres qui s'occupent de la th^orie des nombres. 
C'est pourquoi j'entreprends de communiquer k TAcad^mie les döveloppements 
que j^ai donnös Thiver demier ä mes auditeurs. L'un d'eux, M. J. Molk, a 
bien voulu mettre k ma disposition les parties correspondantes de mon Cours, 
qu'il a r^dig^es avec soin; il m'a, de plus, ^t^ fort utile en m^aidant k la 
r^daction de ce Memoire. 

>1. D^signons par w, w\ . . ., w?^"^ des nombres entiers quelconques, 
et par z\ z", . . ., z^""^ des quantitös reelles ou complexes telles, qu'une ^ua- 

tion de la forme wz + ^"^" H h w^"V"^ — ne puisse avoir lieu que si 

tous les w sont nuls. Donnons aux w m syst^mes de valeurs, et formons les 

expressions correspondantes wz+w'z'-^ (- w^"^^^"^; par hypothfese, elles 

sont inegales; si nous les partageons en t groupes arbitraires, Tun d'eux au 

moins en contiendra j+p^ oüjp^O. 

>2. Si donc nous consid^rons v systfemes 

et si nous partageons en t^ groupes arbitraires les m valeurs correspondantes 
{w, zj pour a = 1, 2, . . ., V, oü 

(«;, O = «^< + «^"< + • • • + tc^^"^^i:^ («=!,«,.... ^), 

il y aura, parmi les t^ groupes consid^r^s, au moins un groupe Q^ contenant 
j-+Pi ^68 valeurs {w,z^ oix p^^O. En posant y+jPi — w^, nous obtenons 
ainsi m^ des m systfemes {w) et, par suite, w^ valeurs correspondantes (w, z^)y dont 
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SUR LES üNITfiS COMPLEXES. 5 

^+i^8> oüi)j^O, sont sürement contenues dans un des t^ groupes d^jä 
döfinis. Nommons ce dernier groupe Qt^; si nous posons 7^+i>8 = w,, ü est 
bien Evident que w^^^- En r^p^tant plusieurs fois le meme raisonne- 
ment, on trouve m^ systfemes 

%; %y •••> W'J'^ (e=l.«....i'n.), 

oü les m^ expressions correspondantes (w , z^ fönt partie d'un m6me groupe ö^ , 
et en gönöral les m^ expressions {w , z^) appartiendront ä un m^me groupe Gt^ 
pour chacune des valeurs «= 1, 2, . . ., v. On a d'ailleurs, E{x) 6tant le 
plus grand entier contenu dans x, 

oü t^ dösigne le nombre des groupes arbitraires formös par les diflförentes 
valeurs des m expressions {Wy zj. 

>I1 est bon d'observer qae quelques-uns des systfemes {z^y /^, ...yZ^^^) 
peuvent 6tre imaginaires conjuguös ou mßme identiques. 

»3. Nous pouvons considörer chacun des msystfemes (w\ w\ . . ., i^^"^) 
comme un point d'une vari^t^ n"""*, et chacune des valeurs correspondantes 
{yoy z^ comme un point dans le plan («) des quantit^s complexes. Dans la 
vari6t6 w"""*, nous formerons une region (W), contenant les m points 
(«?', w y . . .y w^''^)y ot daus chaque plan (a) une r^gim (ßj, contenant les m 
points {wy zj. Nous partagerons ensuite, d'une manifere arbitraire, chaque 
region (RJ en t^ domaines. II y aura alors, d'aprfes ce que nous avons 

d^montrö, au moins E L ^ ^ ^ ) points (w?' w\ . . ., w^^^) tels que leurs cor- 

respondants (w? , z^)y oü ^ = 1, 2, . . ., w,, soient contenus dans un mßme 
domaine (GJ pour « = 1, 2, . . ., i^. 

>4. Soit T^ la distance maximum de deux points quelconques (w?, z^) 
du domaine (GJ. II est manifeste que 
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g SUB LE8 ÜNTDäS COMPLEXES. 

I(% — «'i, OI^T^ (.-1,1..... .)• 

On sait qae | x \ dösigne la valeor absolue de x. 

>Oomme rindice (f ne peut prendre que les valeurs 2, 3, . . ., m,, il y a 
^ — 1 expressions (%— «\, O; ®* ^'^^ ^^^^ V^^* P^^^ m^ > ^ . ** ^ , 



on a 



tandis que 

pour f» — . . ** . ■ Dans ce demier cas, les valeurs de (w, jerj sont röpar- 

ties uniform^ment dans les t^^ t^f > * .9 t^ groupes que Ton d^finit comme 
ensemble de tous les points (w) auxquels correspondent les points qui, pour 
chaque plan (a), sont situ^s dans un seul domaine. Nous pouvons donc 
öcrire rinögalit^ 

>5. Si Ton prend pour chacun des w^^^ les nombres entiers consöcutifs 

les valeurs absolues des differences (tt/^^ — wj*^) sont plus petites que s^*^. 
Nous avons donc w^ — 1 expressions (c , ^J, oü 

dont les valeurs absolues ne surpassent pas les limites T^, les entiers jc^^| 
restant plus petits que s^*\ D^ailleurs m, — 1 est au moins ^al k 
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8ÜR LEB UNITfiS COMPLEXES. 7 

En particulier, si les nombres s^^ sont tous 4gaux k rt, on voit quHl existe 
an moins 

expressions (c , z^) telles que nous ayons k la fois 

\cf\<rt et |(c,,0|^T„. 

>I1 est d^ailleurs facile de remplacer les T^ par d'autres limites, suscep- 
tibles d^une interpr^tation plus ^l^gante, On prendra d'abord ponr r^gion 
(BJ nn rectangle dont les cöt^s sont paralleles anx axes coordonnös et 
passent par les points extremes consid^r^; on partagera ensuite (BJ en el 
rectangles semblables k (BJ et ^gaux entre enx. Alors^ si D^ est la diago- 

nale de (BJ^ chacnn de ces rectangles anra une diagonale -^ au moins 4gale 

k T^. Si, d'autre part, nous introduisons des variables v\ v\ . . ., t;^"^, 
Tensemble des points t/, v", . . ., v^*^ oü chaque 1;^*^ prend toutes les valeurs 
comprises dans un intervalle 4gal k Tunitö, forme un ^^mmotoftte (P) dans 
la vari6t6 n**"* (v). Ce prismatolde (P) d^termine dans chaque plan («) une 
r6gion finie renfermant tous les points (v, x?J. Nous pouvons donc construire 
un rectangle, k cöt^s parallMes aux axes coordonnös, de manifere que cette 
r^gion y soit contenjie tont enti^re. Nous nommerons S^ la diagonale de ce 
rectangle. Alors, en posant 

m;^*> _ r/t;^*> (*-i,s,...,«), 

nous d^finissons des points (t;) situ^s dans un prismatolde (P) et par suite 
des points (v, z^ situ^s dans le rectangle k diagonale S.. Nous avons donc 
D„<rfS^, et, puisque Ö„T„^D„, il vient d„T„<r<S^, ce qui permet de 
remplacer Tin^galit^ | (c^, z^ \ ^ T^ par la suivante: 

f<S 
l(<^e'OI<-ö7. 

dans laquelle, par d^finition, les S^ ne d^pendent que des n-v quantit^s 



Digitized by 



Google 



8 



Süß LES üNITfiS COMPLEXES. 



d^ et oü ö* ■= '« , ä moins qiie le rectangle (R J ne se röduise k un segment 
de droite. 



>6. Supposons maintenant que, les c^*^ d^signant toujours des nombres 
entierSy et M un nombre essentiellement positi^ Tin^galit^ 



/Zl(<^, OI^M 



(« = 1,2,..., ») 



ait lieu pour tout Systeme des c^*^ diflRörent de z^ro. Donnons aux c^*^ UMtes 
les valeurs telles que | c^*^ \<rtj et formons les expressions correspondantes 
(c, z^. Nous pouvons envisager chacune d'entre elles comme diflKrence de 
deux expressions {w^ z^, dans lesquelles les uP ne varient que de 6^*^ + 1 ä 
j(*> -|- /-f; ii en rösulte que les expressions | (c, z^ \ sont plus petites que r<S^; 
nous aurons donc 



n\(!^'^.)\-ß 



^n\ic,z,)\<(rtr'ns. 






>Pour les c , la limite supörieure peut 6tre remplac^e par 



ß V 



>Nous en d^duisons les in^galit^s fondamentales 



(/*=;i+i,...,f). 



<II\{c,zJ\<(rtfn8, 



ß ^ 

%in'i<n\{c^.o\<(rtfn^^ 



{rt) 



r^ß ^"'^'^' 



er ^a 



(« = 1.8 ,^ \ 
/9=a+i, ...,y 1. 
^=1,2, ....,my/ 



>Ce sont ces inögalit^s qui, pour ;l = 1 et X^Vy nous indiqueront 
avec evidence comment on peut trouver un systfeme complet de ä — 1 unit^s 
complexes indöpendantes. Mais auparavant nous tirerons de ces in6galit6s 
quelques consöquences interessantes, concemant la r^duction approximative 
des ^quations irr^ductibles. 
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SUB LES UNTT^S COMPLEXES. 9 

>7. Soit u une quantit^ ind6termin6e. Döveloppons le produit 

a 

et appliquons aux coefficients des diflß^rentes puissances de u Tin^galit^ 
conniie 

Les in^galitös fondamentales que nous avons obtenues k la fin du paragraphe 
pr6c6dent nous permettent alors de passer h, tout un systfeme d'in^galit^s que 
nous ^rirons sous la forme 

ni^ + I (c, O l] = [^ + (rO'~M^ ^S/^J+ P(u), 
" "^ /«-i.t ,x\ 

/7[« + I (VO l] -/7(«* + »-'S.«:') - P- (u); 

les coefficients des fonctions entiferes F{u) sont essentiellement positifs. 

>Les in^galitäs du paragraphe pröc^dent se rapportaient seulement au 
produit des quantit^s | (c, js^ \ ; Celles que nous venons d'en d^duire sont 
plus g^nörales. EUes nous donnent des limites införieures et sup^rieures pour 
chaque fonction sym^trique ^l^mentaire de ces quantit^s et, par suite, pour 
ces X quantit^s elles-memes. Nous pouvons donc les consid^rer comme 
donnant et limitant Tapproximation avec laquelle on peut r^soudre le Sys- 
teme d^^uations 

c'< + ^X + ••• + c^'^ie^i-^-O («-1.2,....^), 

oü il est naturel de supposer qu'il n'y a point deux systfemes 0^ identiques, 

L. KroneokeT*! Wtrk» III. S 
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10 SÜB LES UNIT6S COMPLEXES. 

et qu'ä tout systöme imaginaire correspond toujours un Systeme conjuguö, 
compris parmi les X systfemes (z^). Ce problfeme est identique au suivant: 
Trouver des nombres rationnds y\ y\ . . ., y^*^ tds que les 4quati(ms 

soient c^proximativm^nt v^riß^es. 

»Pour r^soudre ce problfeme, nous pourrons fitire usage des nombres 
c si nons parvenons k resserrer suffisamment les limites donn^es par la der- 
nifere in^galit^. Les quantit^s 0^ et rt y sont seules ä notre disposition. 
Comme rt est la limite sup^rieure des entiers | c | , si nous fixons le nombre r, 
il fiiut laisser croltre arbitrairement le nombre t Alors Vordre de grandeur 
des entlers | c \ nous sera donn6 par t\ c'est ä ce nombre que nous compa- 
rerons les quantit^s t^^ <,, . . ., t^ dont nous pouvons encore disposer, ainsi 
que la valeur des quantit^s | (c , z^ \ , c'est-k-dire le degr6 d^approximation 
avec lequel les ^uations sont y^rifi^es. En fixant un terme de comparaison 
pour la grandeur des \c \ et pour la valeur des | (c , z^ \ , le problfeme pos^ 
se pr^ente sous une forme plus d^termin^e. 

>Si 2x des X syst^mes (£^J sont imaginaires et si nous posons X—x'^h, 
il n^y a k rösoudre que h öquations 

ö'< + C'< + • • • + C^'^^a^ = («=-1.1,.... *). 

Les ö^, ö,, . . ., ^A y peuvent fetre choisis arbitrairement; mais les t^, <,, . . .,tj^ 
sont alors dötermin^s; selon que le systfeme (zj est r^el ou imaginaire, t^ 
est ^gal k 0^ ou k 0^. Comme nous ajoutons cependant aux h ^uations 
Celles qui correspondent aux x systfemes conjuguös (^^+1), (^a+s)> • • •» (^a)> ^ 
convient de prendre les valeurs de t^^^, <^^,, . . ., t^^ Egales k Tunit^; mais 
deux 6 correspondant k deux systfemes (z) conjugu6s, sont n^cessairement 
^gaux, car nos in^galit^s se basent sur ce que la valeur absolue de (c , zj est 

plus petite que -g-^- 
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SÜR LES ÜOTTfiS COMPLEXES. H 

>Ceci posö, nous aorons Tögalitö 

Pour 6tre certain que parmi les c il existe des c^, il est n^cessaire de satis- 
£Etire ä la condition 

D'autre part, pour que tous les { (c , 0J \ deviennent simultanöment aussi petits 
que possible, il &udra prendre les 0^ anssi grands que possible et du m6me 
ordra Nous poserons donc 6^ = rj", les ^ dösignant des nombres d^ter- 
min^s et 6 devant 6tre choisi aussi grand que possible. La condition 

montre alors qu^il &ut choisir 

h.i~^x,, ^^-1 et <y = f 

>I1 r^ulte de ce qui pr^cfede que nous pouvons satisfiaire aux X 
^uations 



avec une approximation de Vordre de t , en posant chaque y ögal k une 
fraction -^ dont le num6rateur et le d6nominateur ont des valeurs du 
m6me ordre que t. 



>Nous n^ayons feit usage jusqu^ici que des limites supörieures des 
in^galit^s g^n^rales Stabiles plus haut Les limites inf^rieures nous montrent 
imm^atement que les X ^uations ne peuvent &tre y^rifi^s par des firac- 

Jk) -y 

tions rationnelles — r ayec une approximation plus grande que t 
c 
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12 SÜR LE8 ÜNITfiS COMPLEXES. 

>Si n — X + ly et si Ton pose 
cf^^ 6tant nul pour a^a et cf^^ ötant 6gal k runitö, nous obtenons une 

n 

approximation simultanöe de Tordre de ^ *"^ pour les valenrs de 
;8?f*^\ 4^^*^.,., 4^*^\ C'est le cas consid^rö par M. Hermite dans son c^lfebre 
Memoire sur la fonction exponentielle. 

>8. Supposons maintenant que z^j z^, . . ., z^ soient les racines d'une 
^quation irr6ductible F(;8?) «=0, k coefficients rationnels, et que z^, z^, . . ., z^^^ 
soient des fonctions entiferes de z^ k coefficients rationnels. Pour que la 
condition impos^e aux syst^mes (z) dfes le däbut de nos recherches soit 
v^rifi^e, il est nöcessaire de choisir les z^ de nianifere qu'une ^uation de la 
forme (c, z^) = 0, oü les c sont des nombres entiers, ne puisse avoir lieu 
que si tous les c sont nuls. Mais alors Texistence d'un minimmn M, diff^- 
rent de z^ro, est manifeste. Car, si nous prenons pour g un entier tel que 
les gz^^^ soient des nombres algöbriques entierSy le produit g^UKp, z^)\ sera 

a 

6gal k im nombre entier diflPörent de zöro, et, par suite, nous pourrons 
prendre pour M la fraction ^. Nous pouvons donc appliquer les r&ultats 

du paragraphe pr^c^dent aux z ainsi d^finis, et parvenir ainsi k une r^uo- 
tion approximative de toute öquation irr^ductible. II suffit pour cela de 
prendre pour les fonctions z'^y z'^^ . . ., z^^^ les puissances successives de z^ et 
de poser 

et a 

Puisqu'on suppose que T^uation F {z) — 0, de degrö v, est irr6ductible et 
qu'il n'existe pas de relations Unfaires k coefficients entiers entre les n 
fonctions je?^*\ il est manifeste que «^v. 

»Si nous formons une ^uation 



Digitized by 



Google 



SUR LES ÜNITfiS COMPLEXES. 13 

eile nous donne une röduction approximatiye de rÄjuation F (z) — 0; car 
9(z)^0y dont le degr4 n — 1 est plus petit que v, est v6rifi6e pour X 

n 

raciiies de ¥(z) = avec une approximation de Tordre de t . Nous savons, 
de plus, qu'il est impossible de parvenir k une approximation plus grande 

y n 

que t ^. Ainsi Vordre < ^ de la r^duction approximative que nos m6thodes 
nous permettent d'obtenir dopend du degrö de r^quation rMuite, tandis que 
la limite de Tordre d'une r^duction approximative quelconque dopend du 
degrö de T^uation ä r^duire. 

»Mais ü est bien naturel d'admettre que le degrö de T^uation r^duite 
n'est införieur que d'une imitö ä celui de T^quation donn^e; ce cas est 
d'ailleurs le plus important. Nous poserons donc n — v. Alors Tordre de 
rÄiuction approximative donnöe par O(z) = colncide avec Tordre extrßme 
que la nature du problfeme pennet d'atteindre, ce qui r^sout la question que 
nous avons ^t^ amen^s ä nous poser. 

>En considörant le cas particulier oü n — 2 et X = l, nous sommes 
amen^, avec M. Liouville (Journal de Mathämatigues y t. XVI, p. 133), k faire 
une remarque interessante que nous pouvons ^noncer ainsi: La distance 
qui s^pare les nombres algöbriques d'ordre v des nombres rationnels dont 
le num^rateur et le d6nominateur sont de Vordre de t, est au moins de 
Tordre de r'. 

>Ce r^sultat d^coule imm^diatement de Tintroduction de limites in- 
fiärieures pour | (c, ^e? J | , et ü me semble que cette introduction est le seul 
point essentiel ajout^ dans ce Memoire aux principes clairement indiqu^s par 
Lejeune-Dirichlet, dans sa Note de 1842. 

>9. Pour obtenir les r^sultats concemant les unit6s complexes, nous 
ferons n — v — A; nous supposerons que les coefficients de F (z) soient des 
nombres entiers, le coefificient de z"" ötant ^gal k Tuoitö, et nous prendrons 
pour z^y z'l, . . •, z^2^ les puissances successives ^eC ^ ^a"*> • • •> ^ ^® ^a> ^^ 
plus g6n6ralement un systfeme fondamental d'une esp^ de nombres alg^- 
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14 SÜR LES ÜNITfiS COMPLEXES. 

briques entiers du genre 0^; nous savons alors (CreUe, t. XCII, p. 13, 20 et 99^) 
que chaque fonction entifere h, coefficients entiers de z^, z^, .. ., sf^^ peut 
s'exprimer en fonction homogene lin^ire k coefficients entiers de ces m&mes 

*a ' *a > • • • > *a • 

>Ceci pos^, on a M = l, e^ö, • • • *, ~ 'i't • • • '«^ ^^ ^^ limite införieure 
du nombre des expressions (c^, i^J est donnöe par E 1 ^^^-— -^J* H faut 
donc choisir les de mani^re k satisfaire k la condition 

Ö,ö,...Ö,^(r<)"-l. 

SS s 
Cette demifere est v6rifi6e si, p d^ignant le produit (rty a q a 7 ^^ous 

prenons pour p un nombre arbitraire plus grand que S^ S, . . . S^ . 

>Mai3 les in^galit^s du § 6 nous donnent pour v — n^ >t — 1, les 
suivantes: 

7-e7<l(^e' ^<^l<"5r (— 1,1.. ...-)• 

Le produit de leurs limites sup^rieures est p\ nous aurons donc aussi 

^^II\(c f zj\<p («-1,S,. ..,«), 

r^sultat que nous aurions pu obtenir directement en posant n — v — X dans 
les in^lit^ du § 6. 

>Si maintenant nous posons e^ — r^t *, et si j d^igne un nombre 
quelconque plus petit que — , nous aurons 

oü les <f sont des nombres arbitraires, ögaux lorsque les e correspondants 

*) L. EsnmtduT^ Onmdsilge einer arithmetiBchen Theorie der algebraischen Grössen. Bd. n 
S. 860, 867 und 860 dieser Ausgabe Ton X. Esimt6kvr"% Werken. H. 
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sont 6gaux et soumis k la condition (T^ + (T, + • • • + er, — 0, parce que 
{^ ^« « ^g^ ^gg^j ^ — ULlll-j?, et que cette fraction est, par döfinitioii, 

ind^pendante de U 

>Nous obtenons ainsi une approximation simultan^e dans an sens plus 
g^n^ral que dans le paragraphe pr^c^dent^ car nous venons de d^terminer 
des systfemes c qui nous donnent des valeurs | (c , z^ \ d'un ordre (— er J, 
arbitrairement j&x^ pour chaque a. 

>De ce r^sultat nous pouvons d^duire un Systeme d^in^galit^s se pr&- 
tant particuli^rement k Tobjet que nous avons en yue. Nous choisissons, 
k cet effet, la valeur röciproque de t 4gale k une puissance enti^re et posi- 
tive T de g, ce qui nous permet d'^rire Tin^galit^ pr^cMente sous la forme 

Les nombres arbitraires j, r, r^, r,, . . ., r, sont soumis k Tunique condition 

chaque S^ dopend des z^, z^, . . ., z^^^ correspondants, et t doit 6tre pris 
assez grand pour que la condition {rty—l^r^r^...r^f ou Wen r* — ^1^1 •••^,^S*" 
soit y^rifiöe. Les <f sont arbitraires pourvu que leur somme soit nulle. Nous 
prendrons 

6,-1, 6,-0, 6,-6^ <^«.,-0, v,-0, 6^ 1; 

<'i-l> <y,-l, <ys-<^4 <^*-f = 0^ Vi-0> \ 2; 

<^i-l> <^t-l| ^s-<^4 ^^-1-0, <y,_, 1, 6^ 1, 

suivant que toutes les racines z^ sont reelles, ou que deux z^ seulement, z, 
et z,, sont imaginaires conjugu^, ou enfin que, outre ^^ et je?,, z^_, et z^^ 
au moins, sont imaginaires conjugu^s. 
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>Si alors noos d^ignons, ayec Lejeane-Dirichlet (1846), par h le nombre 
de racines z^ de T^nation fondamentale di£r4re]ites en yalear absolue, il est bien 
facile de voir que pour Ä — 2 des expressions | (c , zj\, correspondant aux h 
valeurs | ^r^ | , les er sont nuls, Nous avons donc ä — 2 expressions | (c^, zj) \ pour 

lesquelles les limites sont ~ S^q et ^ S^, et par suite sont ind^pendantes de t. 
Pour I (c^, z^ I , nous avons, au contraire, 

^s.r'<i(c^,oi<-;;s,2*. 

Comme les intervalles donn^s par cette demi^re in^galit^ sont diffSrents 
pour deux valeurs diflKrentes de Tentier t, et que nous pouvons donner ä 
t une infinite de valeurs, nous obtenons un nombre infini d'expressions 
difB^rentes (c , z^. D'ailleurs, toutes ces expressions ont une norme plus 

petite que — , en valeur absolue. II y en a donc un nombre infini qui ont 

m^me norme et sont congrues entre elles suivant im module fix6 arbitrai- 
rement. Si maintenant nous prenons ce module ^gal au produit de tous les 

nombres plus petits que —, nous obtenons un nombre infini de nombres 

complexes (c , z^ divisibles Tim par Tautre. Leurs quotients (a^, ^e^J sont 
des unit^s complexes dont les valeurs absolues sont comprises, pour Ä — 2 
des conjugu^, entre les quotients des limites des expressions | (c^, xr„)|, 

g et — , ou, si Ton veut 

rtU.^.r, ^^ i^S,S,...S, 



r»S,8, ...S, r,r^...r^ 

Ainsi: 

>Dans chaque esp^e de nombres alg^briques, ü y a un nombre infini 
>d^unit^s ayant chacune, en valeur absolue, toutes ses conjugu^s, k Tex- 
>ception de deux, comprises entre des limites finies.> 

>C'est la dömonstration de ce thöorfeme que j^avais en vue. Le r6sultat 
de Lejeune-Dirichlet (1846) s'en döduit k Taide des consid^rations bien simples 
que j'ai d^velopp^ dans ma Thfese de 1845*). 

1) De onitatibas complezis. Bd. I S. 6—44 dieser Aasgabe Ton L, Krane^cer^B Werken. H. 
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>10. En nous appuyant sur les § 10 ä 12 de cette Thfese, De tmitatibus 
camplexis, nous d^montrerons successivement: 

>1^ Qu'il n'y a qu'un nombre fini d'unitös dont plus de Ä — 2 valeurs 
absolues conjugu^s sont comprises entre des limites finies; 

>2® Qu'il y a donc, parmi les miit^s complexes (a^, x?J du th^orfeme 
pröcödent, h — 1 qui sont inMpendomtes (Lejeune-Dirichlet, 1846); 

>3® Que, parmi les systfemes indöpendants, il y a une infinit^ de sys- 
t^mes fondamentaux. 

>Rappelon8 que Ton nomme ind^pendantes les unit^s complexes 

(^) l(«i,OU l(«ii Ol; •••; l(«p> Ol (a-i,t....,«), 

lorsque le produit 

(B) l(a,,0"'^K. 0"^---(«p.O'^l (»=.!,«.....«), 

est diflterent de Tunitö pour tous les systfemes w^, w,, . . ., w^ diflKrents du 
Systeme 0, 0, . . ., 0, et que la suite (A) reprösente, pour ^ — Ä — 1, un 
Systeme fondamental lorsque Texpression (B) nous donne toutes les unitös de 
Tespfece (z^, z^, . . ., z^^^y les m ^tant entiers. 

>L En fixant des limites pour Ä — 1 valeurs absolues conjugu^es 
d'une unit^ complexe (a, O» ^^^^ limitons les valeurs de ses coeffidents, et, 
par suite, le nombre de systfemes des entiers a, a", . . ., a^*\ 

>n. Le thöorfeme du § 9 nous donne une suite infinie | (a , zj \ . Con- 
sid^rons, parmi ces unitös, Celles que Ton peut exprimer par un produit de 
puissances de g unit^s ind^pendantes, choisies arbitrairement. Pour döter- 
miner les exposants de ces puissances, il suffit de choisir g conjugu^s de 
Tunitö k repr^senter. Si g est plus petit que Ä — 1, nous pouvons prendre 
les g unit^s conjugu^es parmi Celles dont les valeurs absolues sont com- 
prises entre des limites finies; alors les exposants eux-m6mes et, par suite, 

L. Kronecker't Werke in. 8 
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toutes les h valeiirB conjugn^es restent finies. Mais nous yenonB de d^montrer 
que C68 unit^s ne sont pas en nombre infini. Ainsi, si g est plus petit que 
Ä — 1, nous pouvons sürement trouver, dans la suite infinie (a^, ^J, une 
unit^ qui forme ayec les g pr^c^entes an Systeme ind^pendant 

>in. Toute uniW | (a, zj \ de Tespfece considör^e peut 6tre ezprim^ 
par Texpression (B) dans le cas oü p — Ä — 1; on a donc 

l(«,OI-l(«ii O'^C«.. 0'^---K-i;0'^-M (a-i,t.. ...*). 

Car, si nous d^terminons w^, w,, . . ., Wj^_j ä Taide de Ä — 1 de ces Ä 
^uations, la demifere est ^galement yerifi^. 

>Les exposants m sont n^cessairement rationnels; en effet^ s'il en 4tait 
autrement^ nous obtiendrions, en nombre infini, des unitös 



toutes comprises entre des limites finies, pour des entiers r tels que 

>Les exposants seront entiers si Ton prend pour ind^pendantes: 
1^ Tune des expressions (B), dans laquelle le nombre rationnel m^ est positif 
et minimum; 2^ Tune des expressions (B) dans laquelle, m^ ätant nul, m, est 
positif et minimum, etc. De cette mani^re, on parvient k un Systeme fonda- 
mental; il est fsicile d'en d^uire une infinite d^autres, si h>2. 

>Supposons que (a^, z^, (a,, z^, . . ., (a^,^, zj forment un systfeme 
fondamentaL Comme alors une unit^ quelconque (a, zj satisfidt ä une 
relation 

dans laquelle les m sont entiers, les n unit^s conjugu^es 
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sont, en valeur absolue, Egales k 1. Or, j'ai d4montr4 (Journal de CreUe, t. 53, 
p. 173^) que »les meines de Funit^ sont les seuls nombres alg^briques dont 
>les yaleurs absolues conjugu^es soient toutes Egales k l.> Nous obtenons 
donc le th^or^me de Lejeune-Dirichlet: 

»Toute unitö d'une espfece donnöe dont le nombre de conjuguöes en 
valeur absolue est h peut 6tre reprösentöe par h — 1 unit^s fondamentales 
et nne racine de Tunitö, contenue dans Tespfece, en 61evant chacun de ces 
^l^ments k une puissance enti^re et en formant leur produit. 

»Lejeune-Dirichlet feit remarquer que ce th^orfeme donne la Solution 
complite, en nombres entiers w, de T^quation Nm (w, zj — 1. Je ferai observer 
cependant qu'on suppose connus Ä — 1 systfemes de n nombres fondamentaux 
w; alors seulement le th^orfeme pr^c^dent permet de former rationnellement 
tous les nombres w; mais il n'est pas d^montr^ qu'en g^n^ral on ne peut 
y parvenir k Taide d'un nombre moindre de systfemes fondamentaux. Ce 
point demande d'autant plus d'Stre 4clairci que, dans le cas des ^quations 
ab^lienneSy il suffit toujours de connaltre detix syst^mes de n nombres fon- 
damentaux w, comme je Tai montr^ dans mar Th^se, k laquelle je renverrai 
pour plus de d^tails.» 



^) Zwei 8&tee über Qleichangen mit ganzsahligen Coeffioienten. Bd. I. S. 103 — 108 dieser Aus- 
gabe von L, Eroneeker^B Werken. H. 
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ADDITIONS AU MJSMOIRE Süß LES UNITES COMPLEXBS. 



> Je youdrais g^^raliser et simplifier k la fois les consid^rations con- 
tenues dans la premifere Partie du Memoire que j'ai communiquö ä. TAca- 
d^mie, en janvier 1883^). 

>I. D^signons par {x^^, o?,^, . . ., 0?^^) un systfeme de valeurs des variables 
Tolles x^, x^y . . ., ajj, c'est-ärdire un point de la variötö ä**"** (x^, o?,, . . ., a?J; 
on sait que Ton peut repr^senter ce point par la forme linöaire k coefficients 
indötermin^s u^x^^ + w^rc,^ H h u^Xj^^"^). 

»Prenons m points quelconques et partageons-les en g groupes arbi- 
traires; un de ces groupes, au moins, en contiendra 7+i>, oü j^^O. II 

9 

n'est pas n^ssaire que les points consid^r^s soient tous diffi^rents, et, s'il 
y a des points identiques, il n'est pas n^ssaire qu'ils fassent partie du 
mftme groupe. 

>II. En posant 

Vaf y'lf • • •» y«^ 6tant des quantit^s reelles d^termin^s et w\ w\ . . ., w^"^ 
des variables reelles, h chaque point de la vari6t6 n***' (w, w\ . . ., w^"^) 

♦) OreUe, t. 92, p. 49«). 

>) Bd. m S. 1—19 dieser Ansgabe. H. 

^ Bd. II 8. 801 and 802 dieser Ausgabe. H. 
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correspond un point de la vari6t4 ä;**""' {x, x\ . . ., a?^*^). Si, pour fixer les 
w points (x^y x^y . . ., a?J du n*^ I, nous employons m points 

il y en aura ^+i> tels que leurs correspondants (x^^, x^^, . . ., ir^^) soient 
contenus dans un mßme groupe*). Et si nous formons les m syst^mes 
{w . w" , . . ., w^^^) en prenant t nombres entiers cons^cutife pour chacun des 
n ^Wments du systfeme {w\ w\ . . ., w?^"^), nous aurons w — T. 

>IIL Si 7^ dösigne une quantitö teile que la valeur de 

reste comprise dans un intervalle J„, lorsque chaque coefficient w^^ prend 
toutes les yaleurs comprises dans un intervalle 4gal ä. Tunit^^ il est bien 
Evident que les quantit^s x^^j a?^,, . . ., x^^ seront comprises dans un inter- 
valle 4gal ä. tl^. Ces intervalles tl^^ tl^, . . ., <J^ d^terminent un prisma- 
tolde Pj*^ dans lequel sont situös les m points 

»IV. Pour former les g groupes arbitraires du n® I, partageons I^ en 
e^ parties Egales**), par consöquent Pf^ en d^tf, . . . e^ prismatoldes partiels 
H^^ et comprenons dans un mgme groupe tous les points situ^s dans un 
möme prismatolde IlJ*\ Nous aurons alors g = 616^ > . . 6^, et, comme 
m = f, Tun au moins des prismatoldes partiels contiendra un nombre de 
points 



^) Ce r^soltat nous conduit imm^diatement ä celui du n^ 3 de mon Memoire 
pr^cedent; pour g '^ t^t^. . .t^. L'hypoth^e du n^ 1, relative aux quantit^s 0, peut §tre 
omise sans que les d^yeloppemeDts des n^' 1, 2, 3 en soient affectes, pourvu que nous 
admettions, comme nous le faisons ici, des expressions w'/ + «;"/' + • — |- ic;^"^j&^*^ 
dont les valeurs sont Egales. 

**) Quelques-uns des nombres 0^ peuvent etre ^gaux ä Punite. 
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[(%» yj; (%f y»)^ --M (%, y»)] 

4gal ä. 



^1^« .. .Oj 



>Le prismatolde "Pf^ est limitö, entre autres, par 2*"" prismatoldes de 
vari^tö a""® (äJj, a;,, . . ., ä;J. Pour chacun de ces prismatoldes les quan- 
titös ic^^j, . . ., Xj^ ont des valeurs d^termin^es. Soit P^**^ le prismatolde pour 
lequel Ä;^+i = la+i^ • • •» ^k—^v ^ chaque point (x^^, a;,^, . . ., Xj,^) de P,^*^ 
correspond un point (x^^, . . ., x^^, 1«+!. ^> • • •> 1*^) dö Pj*"^; donc au prisma- 
tolde Hj*^ correspond un prismatolde IIJ''^ et Pj*^ est ainsi divis^ en 6iO^...O^ 
prismatoldes IZj"\ 

>V. Dans ce qui va suivre, nous consid^rerons des fonctions homogenes 
de dimension tm, ne d^pendant que des valeurs absolues de leurs arguments 
r^ls et n'^tant jamais ni negatives ni infinies pour des valeurs finies de ces 
m6mes arguments, ne s'^vanouissant d'ailleurs que si tous les arguments sont 

nuls, conmie par exemple la valeur absolue de r äjJ + • • • + ä;* ou encore 

de Vx\ H + ^J • Nous d^signerons par T> (x^y x^, • . . , x^^) ces fonctions 

qui sont, en quelque sorte, <^di$ta/ntive8> par rapport aux deux points 
(a;,, . . ., a?J et (0, ..., 0). 

>Si J est la valeur maximum de D(x^—x[, . . ., ix^a~^a^ ^9 • • •> ^) 
pour deux points quelconques 

du prismatolde Pj*\ nous aurons, en considörant deux points 

situ^s dans un m6me prismatolde partiel TI^''^ et en faisant usage de Thomo- 
g6n4it4 de D, Tin^alit^ 

L. Kroneeker*! Werke ITL 4 
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pourvu que nous choisissions d^ — fl^ «—...— fl^. Et, si S^ est la valeur 
maximum de la fonction distantive D pour deux points quelconques du 
prismatolde de vari6t6 a**"* d^terminö par les quanüt^s 7^ , . . . , J^ du n® HI, 
nous pourrons remplacer cette in^galit^ par la suivante: 

tB 

>La diflterence ^„^ — äj' est, d'apr^ le n^ II, une fonction homogene 
Unfaire de y^, y^', . . ., y^"\ ä. coefficients entiers, plus petits que t, en valeur 
absolue. Si donc nous ^crivons 

rin6galit4 pr6c6dente nous montre, en tenant compte des d^veloppements du 

n® IV, que nous pouvons toujours d^terminer j^ ^+i^ — 1 systfemes 

d^entiers c, satisfaisant k la fois aux in^alit^s 

\%\<H \c;\<ti ...; \cf\<t', 

i>[(^^, yOf (p^, y,), ..., (c^. y^. o, ..., o]^^. 

Pour 6tre certain qu'il y a de tels systfemes, c'est-k-dire que 

il sufiQt de choisir les nombres t, ö^ , fl, , . . . , ö^ , de manifere que 

>Si, au Heu d'une seule fonction distantive D, nous en avions con- 
sid^rö plusieurs, D', D", . • , , D^*\ rien ne serait changö aux d^veloppements 
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pr6c6deiits. Nous voyons donc immödiatement qu'il existe des entiers c 
plus petits que t, en valeur absolue, et tels que les valeurs des v fonctions 
D', D", . . ., D^''^ dont les arguments sont les (c^, yj, ne döpassent pas respec- 

tivement ~ , -^ , • • • , a 6taiit le nombre d'arguments diff^rents de z6ro 

de la fonction D'^ b 4tant le nombre d'arguments diff^rents de z4ro de la 
fonction D", .... 

»En particulier, lorsque les arguments de D', difförents de z^ro, sont 

^a+i» • • •' ^a+6» q^ö <^^ ^^ ^' sont ic^+ft+1, . . ., i^a+6+c^ ®t «^sl do sulte, 

la sonmie a + b + c-\ 6tant 6gale h &, nous sonmies certains de pouvoir 

trouver des entiers c^ v^rifiant les n in^galitös 

\c,\<t, \e;\<t,..., \c^;^\<t, 

ainsi que les v in^galitös 



^a 



D-[0. ..., 0, (c^, y^^,), ..., (c^, y,^^, 0, ..., 0]^-^^ 



pourvu que f > 0^0^ . . . B^. Puisque 

en posant ö* — f^, ö^*^^ — f^, . . ., la condition pröcÄlente devient 

>Le r^sultat que nous venons d'obtenir est plus g^n^ral que celui du 
n^5 du Memoire d^jä. cit^; il lui est identique lorsque chacun des entiers 
a, 6, ... est ^gal ä, 1 ou 2, et que les fonctions distantives D', D", . . ., D^"^ 
expriment vraiment la distance des points dont elles döpendent Cette der- 
nifere condition est, d'ailleurs, inutile lorsqu'un seul des arguments de D 

4,* 
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28 ADDmONS AU MEMOIRE SÜB LES üNITfiS COMPLEXES. 

est diffi^rent de z^ro, car, dans ce cas, D se r^uit toujours k la valeur 
absolue de son unique argument. 

>VL En substituant les expressions cy^ + • • • + c^'^y^*^ aux argu- 
ments x^ — x' des fonctions distantives D, ces derniferes deviennent des 

CK 0( ' 

fonctions d^termin^es de c\ c\ . . ., c^"^; nous les d^signerons par 
J\ J\ . . ., J^^. Les consid^rations qui pr^cfedent nous donnent le moyen de 
r^soudre approximativement, par des systfemes d'entiers, les v ^uations 

>En eflfet, pour e^ — i'^'^'s ö, — <'*'''•, ...*), la condition f'>t^t^...t^ 
devient 

a (1 + ^j) + 6 (1 + ^,) H < n ou bien a6^ + l6^'{ < n — i; 

et, en substituant aux arguments c les nombres c ^ nous ayons 

^^r^^s„, ^'^r^-s,, .... 

>Donc, pourvu que n soit plus grand que k et que nous prenions 
pour tfj , tf, , ... des quantit^s positives, v^rifiant Tin^galitö 

a6^ + 6^2 H < n — *, 

les valeurs de J\ J\ . • • pourront 6tre rendues aussi petites que Ton veut, 
en choisissant le nombre t suffisamment grand. On yoit aussi que, en aug- 
mentant t, on obtient de nouveaux systfemes (c^, c^', ..., c^"^ v^rifiant simul- 
tan^ment, avec une approximation de plus en plus grande, les v ^uations 
J'^Oy k moins qu'il n'y ait un systfeme (c', c^', ..., c^"^) les v^rifiant 
absolument. 



*) Gomparez n^ 9 de mon Memoire St^r les unites complexes^). 

>) Bd. III S. 14 dieser Ausgabe. H. 
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»Remarquons que Ton peut consid^rer la r^solution approximative 
des V äquations J '^O comme une r^solution approximative des k ^nations 
Unfaires (c, yj = 0, telles que les fonctions distantives D', D", . . . , D^"^ des 
petites valeurs de (c, yj deviemient elles-mßmes petites d'un ordre d^ter- 
minö par tf^, tf^, • . ., 6^. 

>Vn. Dans le cas particulier du Memoire plusieurs fois cit6, nous 
obtenons ainsi une r^solution approximative des ^uations du n^ 7 : 

en posant y^ = z^ lorsque la fonction D est 6gale h, \ (c, y J | et y^ + iy^ = js^ , 
Va-^^Vß^^^ß lorsqu'elle est ^le k | (c, yj + i(c, y^)\\ k est alors 6gal k 
X. L'approximation est alors teile que la valeur absolue des nombres c reste 
plus petite que t et que les valeurs absolues des expressions (c, a^) sont de 
Tordre T*'«. II feut remarquer que si z^ et z^ sont des imaginaires con- 
juguöes, on a tf^ — tf^. 

»Nous avons, dans le n® 7, choisi tous les ö ögaux, donc tf-^j — 1; 
en d'autres termes, nous avons consid^r^ le cas oü Tapproximation de toutes 

les ^uations est de Tordre t 

»Dans ce m&me num^ro, nous avons pass^ de la r^solution approxi- 
mative des ^quations k coefficients entiers (c, z^) = k celle des ^uations 
är coefficients rationnels z'^ + y"z^ + • • • + y^'^^i"^ — 0. L'ordre d^approximation 

n 

de cette demifere Äjuation est ^ , k condition toutefois que Tun au moins 
des coefficients c, celui par lequel nous divisons (c, z^^ soit vraiment d'ordre t. 
Nous avons omis de parier de cette condition. Pour qu'elle soit satisfaite, 
il est n^cessaire et süffisant que Tapproximation donnöe par les coefficients c 
soit la meilleure possible. 

»En effet, si, dans une certaine approximation, le plus grand des 
coefficients c est de Vordre tQ, oü (y <1, tandis que (c, z^) est de Tordre T*'*, 
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nous avons aussi, en ^rivant t^ au lieu de t(f^ une approximation de Tordre 
f — j , le plus grand des coefBcients c 4taiit de Tordre t^. Si q est plus 

petit que im, il y a donc une approximation meilleure que T*", et inverse- 
ment, si nous savons qu'il n'j a pas de meilleure approximation que f', 
nous pouvons en conclure que 9 — 1, c'est-ä-dire que Tun au moins des 
coefficients c, qui sont, par hypothfese, plus petits que t, atteint Tordre de t 

>Nous avons indiquö, dans les n^ 7 et 8, les cas oü la m6thode suivie 
nous donne sürement la meilleure approximation possible. 

>Nous avons ensuite appliqu^ les r^ultats obtenus ä la r^uction 
approximative d'une 6quation P (0) — de degr^ n. Nous avons montr^ que 
Ton obtient la meilleure approximation possible lorsque Töquation r^uite 
est choisie de degrö n — 1. Alors, comme nous venons de le voir, Tun au 
moins des coefficients c , par exemlpe c^\ est n^ssairement de Tordre t; 

si donc c' ^tait d'un ordre moindre, le quotient -^ croitrait ind^finiment 

avec t, ce qui est impossible lorsque Töquation *(j8r) = doit 6tre vörifi^ 
approximativement par n — 1 des racines de P (z) -» 0, Donc, pour X — n — 1, 
nous pourrons passer de Töquation faulte 

h, räquation 9(a)'^0y oh le coefficient de la plus haute puissance de z est 
^al ä. Tunit^. H feut nous restreindre kcecasA — n — 1, parce que, pour 
X<n — ly il pourrait arriver que c^ ftlt d'un ordre införieur k t 

>I1 r^sulte de ce qui pr^cfede qu'il faut chercher k feire la röduction 
approximative d'une öquation de degrö n par une öquation de degrö w — 1 
h, coefficients röels, v6rifi6e approximativement par n — 1 des racines de 
r^quation donn^e.» 
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DIE PBRIODBNSYSTEME VON FUNCTIONEN REELLER 

VARIABELN. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 80. November 1884.] 



L Es sei a^j filr * — 1, 2, ... jp und ft «— 1, 2, . . . j irgend ein System 
reeller Grössen, und F{x^, ä;,, . . . x^) sei eine eindeutige, gleichmässig stetige 
Function der reellen Variabein x, für welche die Gleichung: 

(A) F{x^, «g, • . . a^p) — F{x^ + ttjj, x^ + a,^, ... x^ + a^^ 

besteht, wenn man dem Index h einen beliebigen der Werthe 1, 2, ... j 
beilegt. Bedeutet dann n die grösste Zahl von der Beschaffenheit, dass nicht 
sämmtliche aus dem System a^^ zu bildenden Determinanten n*^ Ordnimg 
verschwinden, so kann unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden, 
dass die aus den ersten v? Elementen a^^ gebildete Determinante: 

I a^^ I (^, *-i, s, . . . «) 

von Null verschieden ist. Unter dieser Voraussetzung existirt ein System 
von n* Elementen a^^, welches den Belaüonen: 

9 9 

genügt, und welches ich in meiner Mittheilung vom 27. Juli 18820 als das 
y/redproW^ des Systems a^^ bezeichnet habe. Dabei ist, wie gewöhnlich, 
cf^^ a» oder d^j, — 1, je nachdem die beiden Indices von einander verschieden 
oder einander gleich sind. 

^) Die Sabdeterminanten symmetrischer Systeme; Bd. II S. 889—396 dieser Aasgabe von 
L. Kranecker'B Werken. S. 8. 891. H. 

L. KronedMr'i Werice in. & 
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IL Fahrt man p neue Yariabeln y ein, welche mit den Variabein x 
durch die Relationen: 

* 9 h 

verbunden sind, so geht die eindeutige Function F{x^y a?,, . . . a?^) in eine 
ebenfalls eindeutige, gleichmässig stetige Function Gijf^y y%9 • * - Vp) über, für 
welche eine der Gleichung (A) entsprechende Gleichung: 

(B) ö(yi, y,, ... yp) — ö(yj + 6j4, y^ + \^, •••• yp + 6^*) (»-i, »...«) 

besteht. Dabei werden die pq Grössen 6^^ durch die Gleichungen: 

definirt. Der Ausdruck auf der rechten Seite der letzteren Gleichung ist 
nichts Anderes als der Determinanten-Quotient: 

I ^r9 I /r-l. »,...«,;; #=1, 1, . . . . n, *\ 

\p-l, t. ... «i A=l,f...... ff 



\^k 



dessen Zähler, als Determinante (n + 1)^ Ordnung, gemäss der obigen Vor- 
aussetzung gleich Null, dessen Nenner aber von Null verschieden ist. Lässt 
man hiemach 6^^,^ ^ , 6^^,^ ^ , . . . . ftp^, welche gleich Null sind, in der Gleichung (B) 
weg, so konmit: 

ö(yi,y„ .... yp) = ö(y, + 6jj, .... y^ + ^j, y^+i, .... y,), 

und durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung gelangt man zu der 
allgemeineren Gleichung: 

(BO ö(yi, y„ .... y^) — ö(yj + ^6,^u;j, .... y^ + ^fc^jw^, y^^^, ...y,), 
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DIE PEEIODENSYSTEMB VON FUNCTIONEN EEELLEE VAMABELN. 35 

in welcher sich die Summationen auf A; — 1, 2, .... j beziehen und to^,w^^....w^ 
beliebige ganze Zahlen bedeuten. 

Vermöge der ersteren von den Gleichungen (C) wird 6^^ — rf^^, wenn 
beide Indices f, k nicht grösser als n sind. Die Gleichung (B') geht daher, 
wenn man alle Zahlen to^.^, ^«+«> • • • • %^i gleich Null nimmt, in folgende 
über: 

(B) G(y,, y„ ... y^)^ G(y, + w^ + b,^w^, ... y^ + w^ + b^^w^, y^^,, ... y^, 

welche ausdrückt, dass G eine periodische Function in Beziehung auf die 
ersten n Variabein ist, die erstens ihren Werth nicht ändert, wenn man 
jede der n Variabein um eine beliebige ganze Zahl vermehrt oder vermindert, 
und zweitens auch dann nicht, wenn man jeder der n Variabein y^ ein und 
dasselbe ganze Viel&che von b^^ hinzufügt. 

ni. Wenn die Grössen 6^^, 6g^, . . . &^j nicht sftmmtlich rational sind, 
so können doch lineare (homogene oder nicht homogene) Beziehungen mit 
rationalen CoeflBcienten zwischen ihnen bestehen. Es wird hierüber offenbar 
die allgemeinste Annahme gemacht, wenn vorausgesetzt wird, dass die ersten 
m Grössen 6- , 6,. ... 6^^ sich als lineare Functionen der n — m Grössen 
Kj.t .9 Kj.%nf ••• K. Ddt rationalen Coefficienten ausdrücken lassen, dass 
aber zwischen diesen letzteren Grössen weder eine homogene noch eine nicht 
homogene lineare Relation mit rationalen Coefficienten besteht Die Zahl m 
kann hierbei die Werthe 0, 1, 2, ... n haben, und für den Fall m — n sind 
alle n Grössen 6^^, 6,^, ... 6^^ rationale Zahlen. 

Setzt man gemäss der gemachten Voraussetzung, für den Fall m<n: 

^hq ■■ ♦'ao + -^ ^*» \q (t=m+ 1, m + 2, ...••)' 

^^ ^Ao^ ^A,m+i> • • • '^hn nationale Zahlen bedeuten, und ftthrt man an Stelle 
der ersten m Variabein y neue Variabein z mittels der Substitution: 

6* 
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36 DIE PERIODENSYSTEME VON FUNCTIONEN REELLER VARIABELN. 

ein^ so geht Oitfi^ Vf, - - - Vp) in eine eindeutige, gleichinftssig stetige 
Function: 

über, und an die Stelle von (B) tritt eine Gleichung: 

(D) H{B^,ß^,...B^', y«+i;y«+2; •••yp)--S'(i^J;^i; ••• ^1; yl+n Ct; ••• sO» 

in welcher: 

yl-yk + ^i + K"^, 

^d j^+i-y^+i, !^+«-y«4i. ... y^-yp zn setzen ist 



A-l, l,...m \ 

\»am+l, 111+ S, ... m/ 



lY. Man kann bekanntlich die Werthe irgend welcher n Grössen 
hq^ hq^ • . • Kq ^urch ratlouale Brüche desselben Nenners mit solcher An- 
nsLherung darstellen, dass die n Werthunterschiede, noch mit dem Nenner 
multiplicirt, beliebig klein werden. Dies wird z. B. gleich im Eingange von 
Hm. Hennite'& Abhandlung <Sur la fonction exp(mentielle> erwähnt. Es erhellt 
unmittelbar, wenn man erwfigt, dass unter den absolut kleinsten Besten von 
1 + r auf einander folgenden ganzen Vielfachen von 6^^ : 

nothwendig mindestens zwei fQr alle n Werthe von k in einem und dem- 
selben Intervalle von der Grösse r^ liegen,'*') dass also die Differenz von zwei 
solchen Besten, welche in der Form: 



*) Der Best, welcher verbleibt, wenn man von einer reellen Grosse a die ihr 
zunächst benachbarte ganze Zahl subtrahirt, ist hier, wie in meiner Mittheilnng vom 
7. Februar d. J.^) mit R(a) bezeichnet Unter t ist eine beliebige positive ganze Zahl 
zu verstehen. 

^) Beweis des Bedproeit&tsgetetBes far die quadratischen Reste; Bd. II 8. 497—680. S. S.600. 

H. 
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mit ganzzahligen Coefficienten aj^j ß, dargestellt werden kann, ihrem absoluten 
Werthe nach kleiner als r* ist, während |/J|<r wird. 

Nimmt man nun fttr Wi^ w^, ... w^, w^ ganze Zahlen w\y w\^ ...w^,w\ 
für welche die n absoluten Werthe: 

sämmtlich kleiner als eine willkflrlich angenommene Grösse % sind, so wird 
auch der absolute Werth des Aggregates von Ausdrücken w\ + 6^^ w^ : 

oder des damit Obereinstimmenden Ausdrucks: 

beliebig klein, wenn t hinreichend klein angenommen wird. Dieser Ausdruck 
stellt aber eine rationale Zahl mit festem, d. h. von der Wahl der Zahlen w 
nicht abhängigen Nenner dar; der Ausdruck muss also bei geeigneter Wahl 
der Zahlen w sich auf Null reduciren. Setzt man alsdann der EinfiEichheit 
halber: 

(B) V)\ +6^^f|;^ — 6;^ (*-l,f....m,m+l,...i., 

so wird in der Gleichung (D) von Art. III: 

^ — ^; Vk^Vk + K (»-«+1. «+!,...«) 7 

und es besteht daher fdr solche Zahlen w' die einfachere Relation: 

welche ausdrückt, dass die Function H ihren Werth nicht ändert, wenn den 



Digitized by 



Google 
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n — wi Variabein y^^^, . . . y^ beziehungsweise die Grössen 6^^^ «> • • • Kq *"^" 
zugefügt werden, die übrigen Yariabeln aber ungeftndert bleiben. 

Y. Es kann unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
der absolute Werth | 6^^ | der grösste der Werthe: 

ist. Setzt man nun: 

h' 
(F) yk—Vk — i^yn ^*-"'+^ "•+«• ... I..I), 

SO geht die Function H in eine Function: 

über, welche ihren Werth nicht ändert, wenn man y^ um 6^^ vermehrt, alle 
übrigen Variabein aber imgeändert ld43st. Hieraus folgt, dass die Function 
H' von y^ imabhängig sein muss. 

Es muss nämlich, nach der über die ursprüngliche Function F(x^^ ^tf^^p) 
gemachten Voraussetzung gleichmassiger Stetigkeit, für jede beliebig gegebene 
positive Grösse 6 eine Grösse v von der Beschaffenheit gefunden werden 
können, dass die Functionswerthe von: 

B(^lf'"^my ym+l^---yn5 Vn^lf'-yp) 

sich um weniger als 6 von einander unterscheiden, wenn jedes der Argumente 
nur irgend ein Intervall von der Grösse r durchläuft. In Bezug auf das 
Argument y^ bleibt diese Eigenschaft bei der Transformation der Variabein y 
in die Variabein y\ unabhängig von jeder Veränderung der Grössen 6^^, 
erhalten; denn es ist hierfür bei der bezüglichen Substitution (F) durch die 
über die Wahl von b'^^ getroffene Bestimmung vorgesorgt, vermöge deren die 
GoefQcienten der Substitution: 



Digitized by 



Google 
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ihrem absoluten Werthe nach nicht grösser als Eins werden können. Da 
nun nach Art lY die Grössen | V^^^ \ so zu w&hlen sind, dass auch die grösste 
derselben | V^^ \ noch kleiner als % ist, und da die Function H' ihren Werth 
beibehalt, wenn man y^ um ganze Vielfache von V^^ ändert, die übrigen 
Yariabeln aber ungeändert lässt, so folgt, dass der unterschied aller Functions- 
werthe von jET', welche dieselbe bei beliebiger Veränderung von y^ allein an- 
nimmt, stets kleiner bleiben muss als jene beliebig gegebene Grösse (T. 

VI. Aendert man y^ um eine Einheit, so ändern sich die Variabein 
y\ gemäss der Gleichung (P) des Art. V um die Grössen: 



P- (t— m+l,«+t, ...n-l) 

und die Variabein 0^ gemäss der Gleichung (D) des Art. HI um — r^^. 
Nimmt man nun in der vorstehenden Entwickelung an Stelle der n Grössen 

6^j die n — 1 Quotienten -^ der durch Gleichung (E) definirten n Grössen 6', 

so kann man daraus (n — 1) beliebig kleine Grössen V^^ bilden, die durch 
Gleichungen: 

(ET) «,;; + ^u;:-6;; c».i,v..-.i) 

mit ganzzahligen Coefficienten w" bestimmt sind. Dann bleibt die Function H' 
ungeändert, wenn gleichzeitig — analog wie in der Gleichung (D) am Schlüsse 
von Art. HI — die Variabein: 



^ um <-^r,,ii;;, 



/A-l,«,...« \ 
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geändert werden. Zugleich sind die Quotienten der Grössen h\ wie die 
Grössen h^ durch die linearen Gleichungen'*'): 

5*9 ^ ^ /*-l. f, . . . m \ 

-' -^NfcÄx' \i»m+l,m+t. ...«-1/ 

mit einander verbunden; die Aenderung von e^^ Iftsst sich hiemach durch: 

also durch ein A^r^at beliebig kleiner Grössen darstellen, welches anderer- 
seits, wie der ursprüngliche Ausdruck w^— JS^hk^i zeigt, durch Multiplication 
mit dem gemeinsamen Nenner der rationalen Zahlen r^^ gleich einer ganzen 
Zahl werden muss. Es folgt also, genau wie oben im Art lY, dass bei 
geeigneter Wahl der Zahlen w" die Aenderung von Zj^ sich auf Null redu- 
dren muss. Bestimmt man aus solchen Zahlen w' gemäss der Gleichung (E') 
die Grössen h'l^ und setzt dann analog der Substitution (F): 

(T) sf;- — yl - TT^ yl-i (*«+»' -+«••• -« , 

80 geht JET in eine Function JET' über, von der man wie oben erschliesst, dass 
sie von y^_^ unabhängig ist Die nothwendige Bedingung für die Zulässig- 
keit dieser Deduction, dass wenigstens eine der Grössen 5^'^ nicht gleich Null 
werden könne, ist durch die Voraussetzung erMlt, welche zu An&ng des 
Art m gemacht worden ist Denn, wenn zwischen den n — m Grössen 
^m+i,t» ^«+«,1» ••• Kq ^^e lineare Relation mit rationalen Coefficienten 
besteht, kann das Yerhältniss von 5' zu 5' offenbar keinen rationalen 
Werth erhalten. 

VIL Durch weitere Fortsetzung der hier entwickelten Schlussweise 
ergiebt sich, dass die Function: 



*) Vgl Art m nnd IV. 
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von den sämmtlichen n — m Yariabeln der zweiten Gmppe, nämlich von 
ym+i' ^m+s' • ' * y% unabhängig sein muss, während sie in Beziehung auf die 
m Yariabeln der ersten Gruppe periodisch ist. Die Perioden sind, wie im 
Art. in gezeigt worden ist, sämmtlich rationale Zahlen, und eine beliebige 
Anzahl solcher Periodensysteme lässt sich stets auf m Periodensysteme 
reduciren. Diese Beduction kann am Einfachsten mittelst der Methode 
bewirkt werden, welche ich im § 24 meiner Festschrift zu Hm. Kummer' % 
DoctorjubiläumO bei der Beduction der linearen Fundamentalformen auf solche 
mit möglichst wenig Gliedern angewandt habe. Dieselbe Methode dient 
auch zur Beduction eines aus linearen homogenen Functionen beliebig vieler 
Yariabeln gebildeten Divisorensystems auf ein solches, welches die kleinste, 
d. h. eine mit der Stufenzahl übereinstimmende Anzahl von Elementen ent- 
hält; ich will sie aber hier ohne alle Bezugnahme auf die erwähnten Theorieen 
darlegen.*) 

Ym. Bezeichnet man die m + r Periodensysteme der Yariabeln Zj^ mit: 

/A = l,t....m \ 
^kk \»— 1, f, ... m+r/> 

und setzt man die Determinante der ersten m* Grössen c^. als von Null ver- 
schieden voraus, so lassen sich die Elemente des (m + 1)*^ Periodensystems 
als lineare homogene Functionen der Elemente der ersten m Periodensysteme 
mit m rationalen CoeflBcienten darstellen. Beducirt man diese m CoeflBcienten 
sämmtlich, durch Weglassung der grössten Ganzen, auf echte Brüche, so kann 
man offenbar auch die so entstehenden linearen Functionen an Stelle der 
Elemente c^^+j, ^t,m+i> • • • ^«.m+i ^^ (^ + 1)**° Periodensystems nehmen und 
aber dieses Periodensystem weglassen, wenn bei der angegebenen Beduction 
die sämmtlichen m Coefficienten der linearen Fimction gleich Null werden. 
Wenn dieses Yerfahren auf alle r letzten Periodensysteme angewendet ist, 
muss wenigstens eine der Determinanten m*** Ordnung, welche sich aus den 

*) leb habe die erwähnte Methode bereits im Wintersemester 1865/66 und seit- 
dem fast regelmässig in meinen Uniyersitats-Yorlesungen auseinandergesetzt. 

^) Band II. 8. 859—870 dieser Aasgabe. H. 

L. Kroneoker^t W«rkt in. 6 
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neuen m + r Periodensystemen bilden lassen*), kleiner als die Determinante 
der ersten m^ Grössen c^^ sein, und da schon diese als die kleinste von allen 
des ursprünglichen Systems vorausgesetzt werden konnte, imd aber die Deter- 
minanten, weil sie rationale Zahlen mit bestimmten Nennern sind, nicht 
beliebig verkleinert werden können, so muss man bei jenem Verfahren einmal 
zu m Periodensystemen gelangen, durch welche sich alle folgenden und dem- 
nach auch die m -f r ursprünglichen Periodensysteme c^^ als lineare Functionen 
mit ganzzahligen Coefficienten ausdrücken lassen. Ein solches System von 
m Periodensystemen kann noch durch lineare Transformation der Variabein z 
mit rationalen Coefficienten in das „Einheitssystem" &^^ umgewandelt werden, 
imd es ergiebt sich daher, dass die Function G des Art. I sich durch lineare 
Transformaiion der Variahein y^, y^, ... y^ mit rationalen Coefficienten in eine 
solche umwandeln lässt, welche von n — m Variabein unabhängig und in 
Beziehung auf die übrigen m in der Weise periodisch ist, dass jede der 
Variabein für sich um eine beliebige ganze Zahl vermehrt oder vermindert 
werden kann. 

IX. Bei der bisherigen Deduction ist nur von der örössenreihe: 

6^^ (4=1, «,...«) 

Gebrauch gemacht worden. Werden mm die übrigen Grössenreihen: 

in derselben Weise benutzt, so ei^ebt sich als schliessliche und erschöpfende 
Folgerung aus der durch die Gleichung (A) ausgedrückten Eigenschaft der 
Function F{x^y x^, ... x^, dass 

F{2a,,y,,...2(^,,y,] y,^, + 2a,^^,y,, ... y^ + 2%,y^ (»-i.t,...«) 



*) Ist z. B. in einer der linearen Functionen der Coefficient yon c^^ von Null 
verschieden und also ein echter Bruch, so wird die Determinante der ersten m Perioden- 
systeme verkleinert, wenn man das erste Periodensystem durch das System jener linearen 
Functionen ersetzt. 
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durch lineare Transformation der VariaMn y mit rationalen Coefficienten in eine 
Function von weniger Variabein verwandelt werden kann, welche ihren Werth 
beibehält, wenn man gewisse von den neuen Variabein, und zwar jede ftlr 
sich allein, um eine Einheit ändert. 

X. Die Entwickelung vereinfacht sich, wenn man — statt alle Con- 
sequenzen aus der Voraussetzung einer bestimmten, durch die Gleichung (A) 
ausgedrückten Periodicitäts- Eigenschaft einer Function F(x^, a;,, ... x^) zu 
ziehen — sich auf den Beweis des folgenden allgemeinen Satzes über die 
mögliche Anzahl von Periodensystemen beschränkt: 

Eine eindeutige Function von mehreren (reellen oder com- 
plexen) Variabein kann stets durch lineare Transformation in eine 
solche verwandelt werden, für welche die Anzahl der Perioden- 
systeme, aus denen sich alle der Function zugehörigen Perioden- 
systeme linear mit ganzzahligen Coefficienten zusammensetzen 
lassen, genau gleich der Stufenzahl des aus allen Perioden gebil- 
deten Grössensystems ist. 

Unter der y^StufenzaW (oder dem y,Ilange'*) eines Systems reeller oder 
complexer Grössen:*) 

soll hier die im Art. I mit n bezeichnete Zahl verstanden werden, d. h. also 
die grösste Zahl von der Beschaffenheit, dass nicht sämmtliche aus dem 
System zu bildenden Determinanten w**' Ordnung verschwinden. Die Stufen- 
zahl bleibt offenbar ungeändert, wenn man dem System beliebig viele Zeilen 
oder Colonnen von linearen Functionen der früheren Zeilen oder Colonnen 



*) Der Begriff der Stufenzahl yerdankt weit höheren Gesichtspunkten seine Ent- 
stehung. Nach den Definitionen, welche* ich in meiner oben citirten Festschrift auf- 
gestellt habe, ist die Stufenzahl n des Systems a^^ nichts Anderes als die Stufenzahl des 
aus den q Functionen von p Variabeln: Za^j^x^ gebildeten Divisorensystems. Hr. J, Molk 
hat den Ausdruck „Stufe'' in seiner These: „Sur une notion qui comprend ceUe de la divi- 
sibüiU et swr la th^orie g^n&ale de Vüimination^^ mit ^frang^^ übersetzt. Vgl. auch die 
Bedeutung des Wortes „Rang'' in den Arbeiten des Hm. Froheni\j(&. 

6* 
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hinzufillgt, und es kann daher auch ein System von unendlich vielen Zeilen 
oder Colonnen, wie z. B. das aus aUen Perioden einer Function bestehende 
System, einen bestimmten endlichen Bang haben. 

Das System a^^ wird so beschaffen vorausgesetzt, dass jeder Zeile, in 
welcher nicht alle Elemente reell sind, eine andere mit den conjugirten 
Elementen entspricht 

Ist nun wie in Art. I die Determinante der ersten w* Elemente a^^ von 
Null verschieden, so ist gemäss der Definition der Stufenzahl n die Form: 

2<^n^it (*-!,«....«), 

fär unbestimmte Uy auch wenn i>n ist, eine lineare Function derjenigen 
n Formen, bei denen e — 1, 2, ... n ist. Das System der p Gleichungen: 

?•..«•.-« G:it:::^) 

lasst sich daher in eia System yon folgender Gestalt: 

« 

bringen und also nach Art. IV entweder absolut oder mit beliebig grosser 
Annäherung in ganzen Zahlen w lösen.*) Im ersteren Falle lässt sich nach 



*) Dass jedes System linearer homogener Gleichungen sich in ganzen Zahlen mit 
beliebiger Annäherung losen lässt, wenn die Anzahl der zu bestimmenden ganzen Zahlen 
grösser als die Stufenzahl des Coefficienten- Systems ist, kann auch direct, d. h. ohne 
das System umzuformen, bewiesen werden. Ich habe dies in meinen beiden, in den 
Comptes rendus der Pariser Akademie yeröffentlichten Aufsätzen vom Januar 1883 und 
Noyember 1884^) gezeigt und darin überhaupt die näherungsweise Auflösung linearer 
Gleichungen eingehend behandeli Aber der Nachweis der Möglichkeit einer solchen 
Auflösung ist schon von Hrn. Hermite im 40. Bande'), so wie implicite von JRtemann im 

1) Band III S. 1—30 dieser Ausgabe. H. 

*) Ch, Hermite Extraits de lettres k M. Jacobi sur diff^rents objets de la th^orie des 
nombres. H. 
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Art Vni eiB System von nur n Colonnen: 

"••* U-i.«....-; 

finden, durch welche die n + 1 Colonnen: 

Imear mit ganzzahligen Goefficienten dargestellt werden können. Im letzteren 
Falle aher bilden die durch die Gleichungen: 

bestimmten Grössen a.^ ^^^ eine neue, (g + 1)**, Colonne, welche dem System 
hinzugefügt werden ksum, und welche aus lauter Elementen besteht, deren 
absoluter Betrag beliebig klein ist. Setzt man nun, analog wie oben im 
Art. V: 



71. Bande des Journals für Mathematik^) und yon Hrn. Weierstrass^) im Monatsbericht der 
Akademie vom Noyember 1876, bei Behandlung der Frage der Anzahl der Perioden- 
systeme, geführt worden. Diese Frage selbst wird in dem citirten TTeier^o^schen 
Aufsatze für analytische Functionen in der Weise erledigt, dass eine Grenze für die 
Anzahl der zur Bildung aller Periodensysteme ausreichenden bestimmt wird, und zwar 
eben diejenige, welche sich oben als der Rang des gesammten Periodensystems erwiesen 
hat In der jßt^mann'schen Entwickelung aber ist nur die Anzahl der Yariabeln als 
Grenze für die Zahl der Periodensysteme nachgewiesen, und zwar eben nur in dem Falle, 
wo die Anzahl der Yariabeln gleich dem Range des Periodensystems wird. Die anderen 
Fälle sind als „Ausnahmen'' bei Seite gelassen, und am Schlüsse des vierten Absatzes 
seines an Hm. Weiersirass gerichteten Schreibens hat sich Riemann mit der blossen 
Angabe „dass es folglich eine Function von weniger als n linearen Ausdrücken der 
Grössen x ist'' begnügt^ ohne die nähere Begründung der Conclusion hinzuzufügen. 

') Beweis des Satzes, dass eine einwerihige mehr als 2 n -fach periodische Fanotion von n Ver- 
änderlichen unmöglich ist. B, Btemann gesammelte Werke. S. 276— 2S0. H. 

*) Neuer Beweis eines Hanptsatzes der Theorie der periodischen Fnnctionen von mehreren 
Veränderlichen. K. Weiers^aas gesammelte Werke. Bd. n S. 66—70. VgL besonders d. Anm. a. S. 70. 

H. 
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wenn der absolute Betrag von ct^^^i von keinem der anderen Grössen der- 
selben Colonne übertroflfen wird, so schliesst man wie a. a. 0., dass die 
Function F(x^y rr,, ... x^) durch die angegebene Substitution von o?^ unab- 
hängig werden muss. 

So lange noch mehr Colonnen, als die Stufenzahl angiebt, vorhanden 
sind, kann hiernach entweder die Anzahl der Golonnen oder die Anzahl der 
Variabein, im letzteren Falle zugleich die Stufenzahl selbst, vermindert 
werden. Man muss also schliesslich zu einer Function gelangen, fdr welche 
in der That die Anzahl der Golonnen von Perioden, d. h. der Perioden- 
systeme, mit der Stufenzahl des gesammten Periodensystems vollkommen 
übereinstimmt 



Digitized by 



Google 



NÄHERÜNG8WEI8E GANZZAHLIGE 
AUFLÖSUNG LINEARER GLEICHUNGEN. 



VON 



L. KBONECKER 



Monatsberichte der Eöniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zn Berlin 
vom Jahre 1884. S. 1179—1193, 1271—1299. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



NÄHERUNGSWEISE GANZZAHLIGE AUFLÖSUNG LINEARER 

GLEICHUNGEN. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 11. December 1884.] 



Die Methode, welche ich bei Behandlung der Frage der Perioden- 
systeme in meiner vorigen Mittheilung''') entwickelt habe, lässt sich auch auf 
das interessante Problem der näherungsweisen ganzzahligen Auflösung linearer 
Gleichungen anwenden und führt dabei zu der wahren Quelle, aus welcher 
die Lösung jener Frage unmittelbar zu entnehmen ist. Ich werde dies hier 
zuvörderst in den schon von Jacobi vor einem halben Jahrhundert behan- 
delten einfachsten Fällen"*^) und erst dann ganz allgemein darlegen. Denn 
es erscheint nicht nur um der Deutlichkeit willen angemessen, die eingehende 
Behandlung jener speciellen Fälle voranzuschicken, sondern auch deshalb, 
weil bei der nachherigen allgemeinen Entwickelung von dem Inductions- 
schluss Gebrauch gemacht und dabei die Erledigung jener speciellen Fälle 
vorausgesetzt wird. 



♦) Sitzungsbericht vom 20. November, XLVL S. 1071 flf.*) 

**) De fanctionibas duamm variabilium quadrupliciter periodicis, quibus theoria 
transcendentium Abelianarum innititar. Journal für Mathem. Bd. XTTT S. 55'). Die Ab- 
handlang ist vom 14. Februar 1834 datirt. Jacobi scbliesst im § 4 seine Entwickelungen 
über die mögliche Anzahl der Perioden von Functionen einer complezen Yariabeln mit 
den Worten : „Unde omnibus casibus evictum est, si fundio prqposita tribtis periodis gaudeat, 
aut eas e duabus componi^ aut eam habere indicem omni data guantitate minorem. Quod cum 

^ Die PeriodenBjsteme von Fonctionen reeller Variabeln. Bd. III. S. 81-^46 dieser Ausgabe 
von L. Kroneeker'n Werken. H. 

*) C. G. J. Jacobi Gesammelte Werke. Bd. U. S. 23—60. H. 

L. Kroneokez'i Werke HL 7 
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§1. 

Es seien a, a\ | gegebene reelle Grössen, und Wj w seien ganze 
Zahlen, welche so bestimmt werden sollen, dass aw + dw dem Werthe | 
möglichst nahe kommt. Ist das Yerhältniss a:d rational, also durch das 
Verhaltniss zweier ganzen Zahlen n : n ausdrückbar, so stellt aw + dw nur 

ganze Vielfache von - oder, was dasselbe ist, von % dar, diese aber auch 

sämmtlich; denn da n und ri ohne gemeinsamen Theiler vorauszusetzen sind, 
so lassen sich für jede ganze Zahl w^ Zahlen w^ w so bestimmen, dass 
nw-^nw ^=w^ und also: 

(?l) aw + aV = ^ . M?^ 

wird. Man kann also in diesem Falle einer gegebenen Grösse | mit linearen 
ganzzahligen Functionen von a, d nicht näher kommen, als dies eben mit 

ganzen Yielfetchen von ^ möglich ist; der Abstand kann demnach die Hälfte 

dieser Grösse erreichen. 

Ist nun aber das Verhaltniss a\d irrational, und wird es durch das 
Verhaltniss ganzer Zahlen n:n in folgender V^eise angenähert dargestellt: 

a n . 9 

- = — f--^ (-i<«r<i), 

so kann w = — Jcn, w = Jcn gesetzt und für ä? die der Grösse ^ zunächst 

benachbarte ganze Zahl genommen werden, um den V^'erth von aw + dw 
dem Werthe von | beliebig nahe zu bringen. Denn es ist dann: 

WO 9 den Werth: 

n \a 9/ 

absurdum sit, functio tripliciter periodica non datur.'* Jacobi bleibt hierbei stehen, und 
nnterlässt es, die behauptete Absurdität durch die aus der Voraussetzung dreifacher 
Periodicitat zu ziehenden erschöpfenden Folgerungen näher zu begründen. 
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bedeutet,*) und es wird: 

Die Annäherung an | ist demnach mindestens |^ und kann also mit 

wachsendem n beliebig verstärkt werden. Dabei wächst die Grösse der Zahlen 
w, w mit w, aber — bei der angegebenen Bestimmung derselben — überdies 

auch mit dem Werthe von -j- Doch kann man auch in einfacher Weise 

Zahlen w^, w\ bestimmen, für welche: 

I aw^ + dw^ — 6 1 < -- und zugleich | u;^ | ^ ^ | n | 

ist. Bringt man nämlich die der Grösse '— nächst benachbarte ganze Zahl 
auf die Form nw^ + nw\, und zwar so, dass | w?o | ^ 1 1 ^ | wird, so resultirt 
die Gleichung: 



««,, + aX-|-j(^«';-B(^)), 



welche zeigt, dass in der That | aw^ + ^^i — I i < h^ is*- — S^^zt man 
femer: 

tc; = M? — ftn', w;' — w^ + in 







und nimmt hierin fttr * die der Grösse ^ R (^) — ^ nächst benachbarte 
ganze Zahl, so wird: 



a^^ ai d 



I / / f. aoo 



2«;' ' 



wo 



'^) Mit R(a) ist hier wie in meinen früheren Mittbeilungen der Rest bezeichnet, 
welcher verbleibt, wenn man von der reellen Grösse a die ihr zunächst benachbarte 
ganze Zahl subtrahiri 

7» 
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ist, so dass auch &, &\ ebenso wie tf, zwischen — 1 und + 1 liegen. 

Ich bemerke noch, dass alle Zahlensysteme w, w, wofür der Werth 

von aw + aw sich um weniger als ^ von | unterscheidet, durch Verbindung 

irgend eines derselben mit einem solchen, wofür | aw + aw' \<\^ ist, erlangt 

werden können, und dass gewisse näherungsweise Lösungen der Qleichung 
aw + aw — I schon von Hm. Tchebychef und nachher von Hm. Hermite 
gegeben worden sind.*) 

Ist F{x) eine eindeutige, gleichmassig stetige Function der reellen 
Variabein a?, für welche die Gleichung: 

(a) F{x) — F{x + a) — F{x + a') 

und also auch die Gleichung: 

F{x) — F{x + aw + a'uf) 

besteht, in welcher w^ w irgend welche ganze Zahlen bedeuten, so besagt 
diese letztere Gleichung im Falle a\d '^nin gemäss der Relation (9() nichts 
Anderes als die Gleichung: 

F{x) --^f{x + ^w^ («^.-±1. ±1, ±«. .. .) , 

wahrend sie für den Fall, dass das Verhältniss a : d irrational ist, gemäss (ST) 
die Gleichung: 

F(x) — F{x'—^) 
ergiebt, wenn a?' — rc + | gesetzt wird. Da die Grösse 9 beliebig verkleinert 



*) Journal für Mathematik Bd. 88 S. 10. 
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werden kann, und die Function F{x) als stetig vorausgesetzt ist, so folgt, 
dass fllr jeden beliebigen Werth x: 

Fix) = F{x'), 

d. h. also, dass F{x) eine von x unabhängige Constante sein muss. 

Aus der Gleichung ($1) ist also zu erschliessen, dass die Function 

F{x) die Periode ^ hat, wenn das Verhältniss a:a sich durch das Ver- 

hdltniss ganzer Zahlen n:n darstellen lasst, dass sie aber, wenn dies nicht 
der Fall ist, sich auf eine Constante reduciren muss. 



§2. 

Nunmehr seien a, a, a, 6, h\ h", |, tj gegebene reelle Grössen, und 
es seien drei ganze Zahlen w, w, w" so zu bestimmen^ dass die beiden linearen 
AusdrQcke: 

aw + a'uf + a"w", 6w + 6 w +6 w 

beziehungsweise den Werthen | und rj beliebig nahe kommen, d. h. also, dass 
die Ungleichheiten: 



' ' . ," " 



\aiv + (^uf+a"uf'^i\<t, \bu? + hfo + b w —fi\<t 

fOr eine gegebene, beliebig kleine Grösse t erfollt sind, oder, was dasselbe 
ist, die Gleichungen: 



. ' ' . m'' ff 



(85) aw + <iw' + d'w" —I — 9), hw-^-hw -{-h %o ^^ri'-i^^ 

nebst den Ungleichheitsbedingungen | ?> | < t, | ^ | < t. 

Für die Frage der Auflösung des Systems der Gleichungen (S5) sind 
offenbar zwei Coefificienten-Systeme: 
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/a, o', a"\ /Oj, a;, a\ 

einander aequivalent, wenn jedes aus dem andern durch lineare Transformation 
der Zeilen mit beliebigen CoefBcienten und durch lineare Transformation der 
Colonnen mit ganzzahligen Coefßcienten hervorgeht. 

I. Ist nun erstens ab' — ab — ab"— d'b = ab" — ab' = oder also 
a:a la'^^^bib' : b" so findet die Aequivalenz: 



\6, 6, 6/ V), 0, 0/ ^0, 0, 0/ 



statt, und das System der beiden Gleichungen (S5) ist für beliebige Werthe 
von I und ij nicht lösbar. Der „Rang"' des Coefficientensystems*) ist in 
diesem Falle kleiner als Zwei. 

n. Wenn aber zweitens der Rang des Coefficientensystems der 
Gleichungen (ß) nicht kleiner als Zwei ist, so wähle ich zuvörderst drei 
ganze Zahlen w, m\ m\ für welche die absoluten Werthe der beiden Aus- 
drücke: 



' ' • m" " 



am + a'w' + ä'w", im + & »w + 6 m 

kleiner als r werden. Dies ist stets möglich. Denn wenn man jedes der 
beiden Intervalle: 

(|a| + |a'| + |a'|)<*, {\b\ + \b' \ + \b'' \)t\ 
welches die je (<* + 1)' Werthe von 

aw + aw' + a"w" und bw + bw + fc'w" k ^, «o'«©, 1. 1, . . <*) 



*) Vergl. die Definition in § 5. 
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um£Bi88t, in t^ gleiche Theile theilt, so giebt es mindestens zwei Systeme von 
Zahlen: 

fttr welche aw^ + dw\ + ^ ^1 ^i^d aw^ + (^"^t + öt'^i in einein und demselben 
der f Theilintervalle der Grössen aw + aw + aw" und ebenso hw^ + 6'«?'^ + y'w[ 
und 6Wg + ^ «^a + ft ^i in einem und demselben der ^ Theilintervalle der 
Grössen hw + hw +h"w" liegen. Setzt man nun: 

M?^ — Wj = m, w[ — w?i — w', w'l — m;, = w", 
so ist: 

[am + am+a-m-|< l"' + l%l + '^^^' ; |&m + &V+ fcV^ |< 1^1 + '^]' + '^^^' , 

und man kann also in der That durch angemessene Wahl der Zahl t 
bewirken, dass die beiden absoluten Werthe: 



■♦ ' . ," " 



kleiner als die gegebene Grösse r werden, dass also, wenn man: 

am + «w»+«w»-«a, 6in + 6in+6in-=6 
setzt, 

t>|a 1^16 I 

wird. Hierbei können aber beide Grössen d" und V" gleich Null werden. In 
diesem Falle ist: 

— a m '^ am '■\' am, --6m-=6m + 6in, 

und das aus drei Colonnen von ganzen Zahlen bestehende System: 

/m", , m^ 



/m, u, m\ 
\0 , m", mv 
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lasst sich nach dem im Art. YIII meiner vorigen Mittheilung angegebenen 
VerfiEihren auf ein System von nur zwei Colonnen: 



Li sT 



und zwar mittels ganzzahliger linearer Transformation der Colonnen allein, 
reduciren. Man kann nämlich zuvörderst die Coefificienten m, m in der dritten 
Colonne jenes Systems durch ihre absolut kleinsten Beste modtUo m ersetzen. 
Besultirt dann das System: 

im\ , m^\ 

so ist hieraus, wenn l^ol^l^ol ^^^ ^^ neues System: 

/w' + Am^, 0, m\ 
\ Am' m'\ mJ 



zu bilden, in welchem | m + hm^ | < | m^ | ist. Die kleinste der drei Deter- 
minanten des vorigen Systems ist | mm^ \ , die des neuen Systems ist 
|m"(m"+^^o)l ^^^ ^^ kleiner als die kleinste des vorigen. Man muss 
daher bei Fortsetzimg des angegebenen Verfahrens zu einem System: 



\S, S, S / 



gelangen, dessen kleinste Determinante | rs — r's \ nicht mehr verkleinert 
werden kann. Alsdann müssen aber die Coefficienten «, ß, für welche 

ar + ßr = r", as + ßs «= s" 

wird, ganze Zahlen sein; denn sonst würden bei Weglassung der grössten 
Ganzen von a und ß Coefficienten r", s" an die Stelle von r", s" treten, für 
welche wenigstens eine der Determinanten rs" — r"s oder rs" — r"s ihrem 
absoluten Werthe nach kleiner als \rs —rs\ wäre. 



^) Band UI. S. 41 dieser Ausgabe. H. 
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Das reducirte System (' j ist dem System (^ ,! ,) aequi- 

valenty sogar in dem engeren Sinne, dass das eine System aus dem andern 
durch lineare ganzzahlige Transformation der Colonnen allein hervorgeht Es 
ist daher einerseits: 

5_Ain — Am, s =^km — im, 
und andrerseits: 

— V + <«', ^" — ßo^ + ßoS\ — w — y^s + y;«; 

WO Ä, Ä', h'\ k, k\ k'\ «0» ^o> Z'o» Ä' ^0» yi g^»!^® Zahlen bedeuten, und 
wenn man: 



ra 4- sa r a + 8 a ' 

ffi ffi 

rb + 8b' , rb + s'b' ,' 
?? — — 60 > ^' — ^0 

setzt, erhalt man für die Systeme 

/a, a, a\ /a^, a;\ 

die Transformations-Gleichtingen: 

a^^ah-\- ah' + o"ä ", o^ -=» ot + « * + « * > 

6^ = 6Ä + 6'ä' + b"h'\ 6^ — 6* + 6'*' + 6"ä"; 

L. Knmeoker^ Werke m. 
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Das Systyem der zwei Gleichungen mit drei zu bestimmenden ganzen 
Zahlen w, vdy w": 

aw + dw + aw — $ — 9, 5k? + ^^ + ^'w m^fi — f^ 

ist also dem Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit nur zwei zu be- 
stimmenden ganzen Zahlen w^, to'^i 

^i>% + %^'o — I — »I h% + K^'o — V — *, 

aequivalent, und dieses gestattet offenbar für beliebige Werthe |, ij keine 
beliebige Verkleinerung der Grössen 9 und ii, auch dann nicht, wenn die 
Determinante a^V^ — a^h^ verschwindet. 

In dem hiermit erledigten zweiten Falle, wo: 

am -]- am + a m —O, 6m + 5in' + ft'm ' = 
ist, kann das Yerhältniss der drei Determinanten: 

'x" "%* "x x" x' 'x 

ao — a , a — ab , ab — ab 



durch das Yerhältniss von drei ganzen Zahlen m:m':m" dargestellt werden. 
Es wird also, wenn m = Tc{dh" —a!'h') gesetzt wird, 

6 Ä {aw + aw -{-a v>) — aK (bw + bw +b w)^=^m w — mw , 
— bh (aw + dw + aw") + «* (pu? + 6 «?'+ b"w") — m"w — m'w\ 

und das Coefficientensystem: 

/a, a, a\ 
Vfc, b\ 5'V 

ist demnach einem System ganz^oMiger Ooefflcienten: 
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/m'\ 0, -m\ 

aequivalent Da umgekehrt, wenn eine Aequiyalenz: 

/a, a, a\ /a„ a;, a\ 

besteht, in welcher a^, a^, a^', b^^ V^, h^ ganze Zahlen sind, so dass die 
Gleichungen: 

in ganzen Zahlen m^, m^, m^ lösbar sind, wegen eben jener Aequiyalenz auch 
die Gleichungen: 

am + am + a%n — 0, ftm + fc'm' + b"m" — 

befriedigt werden können, so ist die Aequiyalenz des Systems ( * / .,] 

mit einem solchen, dessen Elemente sämmtlich ganze Zahlen sind, als eine 
charakteristische für diejenigen Ooefficientensysteme nachgewiesen, ftkr welche 
die Möglichkeit des Nullwerdens yon a" und b"\ welche die Voraussetzung 
des hier behandelten Falles bildet, yorhanden ist Diese CoefGicientensysteme 
sollen übrigens gemäss einer spateren allgemeinen Darlegung als solche 
bezeichnet werden, deren BationaHtäts-Bang gleich Null ist. 

in. Es sei nun drittens wenigstens einer der beiden Werthe a", 6'", 
von Null verschieden, also, da oben | a " | ^ | 6'" | angenommen worden ist: 
r>|a"|>0. 

Alsdann sind drei ganze Zahlen n, n, n' so zu bestimmen, dass der 
Werth von: 

(,_C.), +(.•-«,•)„• + (»■-€.>". 

8» 
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der mit h^^^ bezeichnet werden soll, absolut kleiner als t wird. Setzt 
man noch: 



an + an + an" — a'*\ 



«w 



so ist: 



a 

Wird nun 6^*^ = 0, so ist: 

{an + an+«^)""ö Q>^ + 6 n +6 n ) , 



oder also, wenn msn an Stelle von a", 6'" ihre Werthe: 



» » . it ff 



/ » . _»» " 



am-f-^^^'^+A^y 5m + &»»+&»» 



einsetzt: 



»_#» "-»*. * ' " " »%. 



(a6 — ah)(mn —mn) + (ah —ah)(mn —mn)-{-(ab — ah)(mn—mn)^0. 
Es verschwindet also die Determinaiite: 



6, 



», 



a 

b" 



w n — ifitt, ifitt*^ ifitt • iiitt — ifi tt 



und das Coefficienten-System ist daher dem Systeme: 

(a, a a V 

' 'f *« # it ff f r ff 

mn — m n j m n — mn , mn — mn/ 

aequivalent, dessen zweite Zeile aus lauter ganzen Zahlen besteht Hieraus 
erhellt, dass auch in diesem dritten Falle die Gleichungen: 



ff, ff II 



I I . _ii II 



air + aw+^<^=6 — 9 7 6w + 6w+&w^="^? — ^ 
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ffXr beliebig gegebene Werthe von |, rj nicht in der Weise lösbar sind, dass 
q> und ^ beliebig klein werden. 

Der „BationälüätS'Bang^^ des Systems ( ' / nj ist in diesem dritten 
Falle gleich Eins. 

IV. Es bleibt nnn viertens der Fall zu untersuchen, wo 6^*^^0 ist 
In diesem Falle werde zuvörderst eine ganze Zahl v so bestimmt, dass der 
absolute Werth von: 

a 

kleiner als \ \ h^*^ \ wird, und demnächst eine ganze Zahl (t so, dass der 
absolute Werth von: 

kleiner als \ 1 d" 1 wird. Dann kommt, wenn: 



a a 



gesetzt wird: 



fiiam + am' + am) + v{an + an + an") — $ - 9), 
fi (6m + fc'm' + 5" m") + ^ (^^ + ^^ + &' w") — q — ^ . 



Hier sind die absoluten Werthe von 9) und ^ beide kleiner als t, da 

l9>l<il«"'l, l«"'l<t; ^ <1, i'-K.9\<^\h'''\, W*'\<r 



a 



ist, und die Gleichungen: 

aw '\' aw + öf w^ =1 — 9> > 6w + 6 w + H w «»» ij — ^, 



' ' . it II , _ .,»'.,"" 



Digitized by 



Google 



Q2 NÄHEßüKGSWEISE GANZZAHLIGE AUFLÖSUNG LINEARER GLEICHUNGEN. 

werden also in der That durch die ganzzahligen Werthe: 

tv —» lim 4- vn, %d ■»• y^m + i/n', w" -= y^m + vn 
in der durch das Problem geforderten Weise befriedigt. 

In diesem vierten Falle ist der ^yBationdUtäts-Bang'^ des Systems 

G; f. t) «'»"* ^- 

Bei der angegebenen Bestimmungsweise werden, analog wie im Falle 
einer Gleichung im § 1, die Zahlen w um so grösser, je kleiner a" und h^*'^ 
sind. Die Frage der Auffindung der kleinsten dem Problem genügenden 
Zahlen w ist hier vorläufig bei Seite gelassen. 

§3. 

Ist F(x, y) eine eindeutige, gleichmässig stetige Function der reellen 
Variablen Xy y und bestehen die Gleichungen: 

(5) F(x,y) = F(x + a,y + l)^F(x + a,y + };)^F{x^a\y + i;), 
so ist auch die Gleichung: 

(6) F{Xf y) = F{x + aw + aw + aw\ y + hw + b\v + b'w) 

für alle ganzzahligen Werthe von w, w\ w' erfttllt Hierbei kann offenbar 
angenommen werden, dass nicht alle sechs Grössen a, a, a", &, h\ h" gleich 
Null sind. 

I. Wenn nun der (absolute) Rang des Systems ( ' /' ^^\ kleiner als 
Zwei und also 

a:a : a wmioio :o 
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ist, SO kann angenommen werden, dass nicht alle drei Grössen a, a, a gleich 
Null sind. Wird dann 



' _» /» . ## 



und 

gesetzt, so geht die Gleichung (@^) in folgende über: 

FM y,) ~F,(x + aw + aw + a'w\ yj, 

welche zeigt, dass die Function F^ nur in Beziehung auf die Variable x 
periodisch ist. Gemäss § 1 ist aber dann F^ (a?, y^), als Function von x allein 
betrachtet, einfach periodisch oder von x unabhängig, je nachdem das Ver- 
hältniss a:a : a rational ist oder nicht, d. h. also je nachdem der ,^jßa^iona- 

litats-Bang^^ des Systems L' »' .A gleich Null oder gleich Eins ist. Es 

ergiebt sich daher folgendes Resultat: 

Ist der (absolute) Rang des Systems (^ / /A gleich EinSy 

so lässt sich die Function F(x, y) durch lineare Transformation 
der Variabein in eine Function einer Variabein verwandeln, für 
welche aus der Gleichung (®) keine Periodicitftt folgt, wenn der 
BatiündlitälS'BßiXL^ des Systems ebenfialls gleich Fjtns ist. V^enn aber 
dieser Bationalitats-Bang gleich Nvll ist, so kann F{Xy y) durch 
lineare Transformation der Variabein in eine Function von zwei 
Variabein verwandelt werden, welcher auf Grund der Gleichung (®) nur 
in Beziehung auf eine der beiden Variabein eine Periode zukommt. 

n. Wenn der (absolute) Bang des Systems (j / »A gleich Zwei 

und der Bationalitäts-Bang gleich Nvll i&i, so folgt aus den Entwickelungen 
im § 2, U, dass die Gleichung (@) nichts anderes ausdrückt, als die Gleichung: 

F(x,y)^F{x + a^f€^ + d^w^, y + \w^ + h'^w^) , 
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welche zeigt, daas der Function jP(a?, y) die beiden Periodensysteme (a^, 6^^), 
(^0' ^o) zukommen. 

ni. Wenn der (absolute) Rang des Systems (^ / »j gleich Zwei 

und der Bationalitäts-Rang gleich Eins ist, so ist dieses System gemäss den 
Entwickelungen im § 2, lU dem Systeme: 



La , a , a \ 



aequivalent; die Function F(Xf y) geht also durch lineare Transformation 
der Variabein y in eine Function F^{Xj yj über, welche die drei Perioden- 
systeme: 

(a, mn" — m'n) , (a , ni'n — mn') , (a", mn' — m'n) 

hat. Bestimmt man nun eine ganze Zahl X so, dass der absolute Werth von 
^ — Xd" kleiner als t wird, und setzt man | — Aa'" — y, so kommt, da: 

am + ö w' + am" -« a"\ {mn" — m"n) m + {m"n — mn) m' + (mn — m'n) m ■= 

ist: 

j;(^, yi)-^i(^ + 6-9, yi), 

oder, wenn a? + 1 mit x bezeichnet und die Stetigkeit der Function V^ix^ yj 
berücksichtigt wird: 

i^i(^iyi)-i^i(^', yi), 

für beliebige Werthe von x und x. Die Function jP^ ist daher von dem 
ersteren ihrer beiden Argumente unabhängig, während sie in Bezug auf das 
andere einfach periodisch ist. 

IV. Wenn der Rationalitats-Rang des Systems ( ' / ./] gleich Zwei 

ist, so zeigen die Entwickelungen im § 2, IV, dass aus der Gleichung (®) die 
Gleichung: 
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für beliebige Werthe von |, fj folgt Da q> und * beliebig klein gemacht 
werden können, so muss wegen der Stetigkeit der Function F(x, y) auch 
die Gleichung: 

F{x,y)~F{x + l,y + n)-n^\y') 

fax ganz beliebige Werthe der Variabein a?, y, a?', y bestehen; die Function 
F{Xy y) muss also von leiden Argumenten unabhängig sein. 

Y. Die erlangten Resultate lassen sich, wenn man den (absoluten) 
Bang des Systems ( ' / ») mit r und den Rationalitäts-Bang mit r be- 
zeichnet, fttr alle vier unterschiedenen Falle in folgender Weise zusammen- 
fiEtösen: 

Die Function F{Xf y) kann durch lineare Transformation der 
Variabein in eine andere verwandelt werden, für welche die Perio- 
dicitäts-Gleichung (®) in Bezug auf 2 — r Variabein gar keine 
Perioden, in Bezug auf r — r Variabein genau r — t Perioden- 
systeme ergiebt, und welche von den übrigen r Variabein unab- 
hängig ist. 

§4. 

Ist F{x + yi) eine eindeutige stetige Function der complexen Variabein 
X + y», und werden für dieselbe Periodicitäts-Gleichungen: 



" . - " . 



F{x + y%)~F{x + y% + a + h%)^F{x + y% + a +l%) = F{x + y% + a +6 

vorausgesetzt, so ist in den oben (§ 3, I) behandelten Fallen: 

F{x + yi) = F{x + yi + {aw + a!w + aw") (1 + At)) 

fär beliebige ganze Zahlen w^ w\ w". Ist der Bationalitats-Bang gleich Null 
imd also das Verhältniss a:a:a' rational, so ergiebt sich aus den voraus- 

L. Kronacker*! Werke III. 9 
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gesetzten Gleichungen nur eine einfache Periodicität der Function jP(« + yi). 
Ist aber der Bationalitats-Rang gleich Eins, so lassen sich ganze Zahlen 
w, w\ w" bestimmen, för welche aw + aw + aw" einer gegebenen reellen 
Grösse | beliebig nahe kommt Es ist daher^ in Folge der Voraussetzung 
der Stetigkeit von -F, für jede reelle Grösse |: 

F{x + yi)~F{x + yi + l{\ + Xi)), 

und also, wenn diese Gleichung nach | differentürt imd dann | — gesetzt 
wird: 

F\x + y%)^0. 

Die Fimction F{x + yi) muss sich daher auf eine Gonstante reduciren. 

Für den im § 3, 11 behandelten Fall lassen sich die drei Perioden 
a + 6e, a + 6'i, a + Vi auf zwei reduciren. 

Für den im § 3, m behandelten Fall giebt es reelle Grössen a, /5, 
so dass: 



I II II I * ^ . m* ** " " 



a/J + 6a«=mn — m n^ a/J + 6« ■= m n — mn , aß'\-ha^^mn — mn^ 
und also: 



'.-»-.* .^Ä, '. '. *".-"ä* -^-v ". »». 



(a+6»)(«+/»0-y+", (a+6»)(«+/J0-y +c»', (a +& »)(«+/»0-y +« » 

wird, wenn man der Kürze halber die drei Determinanten: 



I II n I II II I I 

WIH — Ifitl, Itttl — Will , WIH — Wl H 



mit c, c, c" bezeichnet. Setzt man nun x^ + y^i ■= (a + /5e) (a: + yi) imd: 

J'C^ + yO-J^iK + yiO, 

so ist: 

F,{x, + y,x^~F,{x, + y,i+{Y + c%^w + {r' + c\^w+{f + c"i)w'), 
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und wenn man hierin: 

u; •« Am , vd ^^Xni^ w' — Am" 

nimmt, wo m, m', m die im § 2, II definirten Zahlen bedeuten, so ver- 
schwindet der imaginäre Theil: cw + cw + cw\ wahrend ym + ym + y"m" 
beliebig klein wird, und es kann demnach die Zahl X so bestimmt werden, 
dass der reelle Theil yw + yw + y'w" einem gegebenen Werthe | beliebig 
nahe kommt. Hieraus folgt, dass für beliebige Werthe | die Gleichung: 

besteht, dass also die Ableitung von F^ (x^ + yj) verschwinden und die Function 
F^ (^1 + Vii) selbst sich auf eine Constante reduciren muss. 

Für den im § 3, IV behandelten Fall ergiebt sich direct, ohne die 
Ableitung der Function F zu Hülfe zu nehmen, dass F(x + yi) für alle 
Werthe der complexen Variabein constant sein muss. 



§5. 

Es sei (a^j) für i — 1, 2, . . .p und A — 1, 2, . . . j ein System reeller 
Grössen, und r sei die grösste Zahl von der Beschaffenheit, dass nicht sämmt- 
liche aus den Elementen a^^ zu bildenden Determinanten r*^ Ordnung ver- 
schwinden. Alsdann ist r die „Stufenzahl'' oder der „Rang'' des aus den 
q linearen Functionen von p Variabein 91^, 91,, • . . . 91^ gebildeten Divi- 
sorensystems: 

und soll auch, wie im Art. X meiner vorigen Mittheilung 0» als der Rang des 
Grössensystems (a^J selbst bezeichnet werden. Nach den allgemeinen Ent- 
wickelungen im § 21 meiner Festschrift zu Hm. Ktmmer'Q Doctorjubiläum') ist 

1) Band III 8. 48 dieser Ausgabe. H. 

^ Band II S. 834 flgde. dieser Aasgabe. H. 
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das Divisorensystem (2)) dann und nur dann in einem anderen aus linearen 
Functionen von 91^, 91,, ... 91^ bestehenden Divisorensy steine: 

m (:sb,,%, :sh,,9i,, :sh,^'%) ('-t.«....p) 

,,enthalten'S wenn sich jedes Element des Divisorensystems (2)') als ganz- 
zahlige lineare homogene Function der Elemente des Divisorensystems (^) 
darstellen lasst, d. h. also, wenn: 

* V— 1, 1, . . . fl*/ 

ist, und die qq Coe£Qcienten g^^» ganze Zahlen sind. Es kann nun auch 
dieser Begriff des Enthalten-Seins von den aus linearen Functionen bestehen- 
den Divisorensystemen auf die Systeme der Coefficienten der linearen Func- 
tionen selbst übertragen und also 

ein System (a^J als imter dem Systeme (6,^,) enthalten bezeichnet 
werden, wenn Substitutions-Gleichungen (6) mit ganzzahligen Coef- 
ficienten g^^, bestehen, oder also wenn das System (&^^) aus der 
Composition des Systems (a^ J mit einem ganzzahligen Systeme (g^jj) 
resultirt. 

Wenn zwei Systeme einander gegenseitig enthalten, so sind sie als 
„aequivalent" zu bezeichnen. 

Die hier aufgestellten Begriffe haben för das Problem der näherungs- 
weisen ganzzahligen Auflösung linearer Gleichungen eine unmittelbare Be- 
deutung. Denn erstens 

ist überhaupt ein System linearer, nicht homogener Gleichungen 
dann und nur dann, wenn der Rang des Coefficientensystems mit 
der Anzahl der Gleichungen genau übereinstimmt, in dem allgemeinen 
Sinne lösbar, dass die gegebenen linearen homogenen Functionen 
der zu bestimmenden Grössen hdidng gegebenen Grössen gleich werden 
sollen; 
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es können also nur die Werthe von r linear unabhängigen Functionen: 

durch passende Bestimmung von to^, tc^,» • • • to^ gegebenen Yariabeln 1^, ^, . . • 
gleich gemacht werden. Es können daher auch nicht mehr als r Gleichungen: 



fbr hdiäng gegebene Grössen |^, |,, ... mit den üngleichheitsbedingungen: 

|Vi|<i^, i9>,|<t^, ... 
in ganzen Zählen w^, w^^ • • • to^ gelöst werden. 

Zweitens kann an Stelle des Gleichungssystems (&) auch das Gldchunge- 
system: 

gesetzt werden, falls die Systeme (a^J und (a^^) in dem angegebenen Sinne 
einander aequivalent sind; denn wenn: 



^itr~^^ikffik'f ^ik~^^ik'9»fk (»-1,1,...,) 



ist, SO werden durch die linearen ganzzahligen Transformationen der zu be- 



stinmienden Grössen w^. wl: 



die beiden Gleichungssysteme (®), {@^ in einander transformiri 
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§6. 

Es seien nun die ersten r* Elemente a^^ so beschaffen, dass ihre 
Determinante : 

von Nnll verschieden wird« Alsdann sind die ersten r linearen Gleichungen: 

(®) -^«,.«.-«,-9, C:l;i:::D 

von einander unabhängig und — wenn von der Bedingung, dass ti?^, ti?„ ... w^ 
ganze Zahlen sein sollen, abstrahirt wird — für beliebig gegebene Werthe 
von 1^ — g>^ lösbar. 

Bedeutet, wie im Art. 1 meiner vorigen Mittheilimg,^ (a^J das zu 
(a^J reciproke System, so kann an Stelle des Gleichungssystems {&) das 
System: 

(®') ^«;,«,»«'.--2«;,(«,-9,) ("trit./.D 

genommen werden, und dieses verwandelt sich, wenn: 

($) ^*-^«;.«.», n,-2a,x^ %~2a\^9, f'trtl.üD 

gesetzt wird, in folgendes: 

(«) 2K.u>,~%-*, GS::: 3» 

in welchem übrigens 6^^ — ^^^ ist, wenn beide Indices nicht grösser 
als r sind. 



^) Band m 8. 88 dieser Ausgabe. H. 
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Die in den Gleichungen (^) gegebenen Bestimmungen der CoefBcienten 
\j^ lassen sich auch so darstellen: 

die Coefißcienten 6^^ sind demnach Quotienten von Determinanten r**' Ordnung, 
welche sich aus r durch die Indices h^ k bestimmten Colonnen der ersten 
r Zeilen des Systems (a,J bilden lassen. 

Fahrt man in dem Divisorensystem (2)) des § 5 an Stelle der 
p Variabein 91 neue r Variabein 91® ein, welche mit den ersteren durch 
die Gleichungen: 

verbunden sind, so resultirt das Divisorensyatem r*" Stufe: 

(S)°) (9lJ, 91^,... 9lJ, JS\ r+lK^ • • • ^KqK) (*-l| «... Ol 

welches aus linearen Functionen von nur r Variabein besteht. 

Die beiden Divisorensysteme (2)) und (2)^ stehen, ebenso wie über- 
haupt je zwei Divisorensysteme, welche durch lineare Transformation der 
Variabein aus einander hervorgehen, in einer Aequivalenz-Beziehung, und es 
sollen auch deren Coefficienten-Systeme, z. B. die Coeffidenten-Systeme: 

K) ^^^ (&*») (iEi:l:::i)' 

als einander aequivalent bezeichnet werden. 

Wahrend die im vorigen Paragraphen entwickelte Aequivalenz-Beziehung 
zweier Systeme: 
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dadurch charakterisirt wurde, dass das eine System aus dem andern durch 
lineare ganzzahlige Transformation der Colonnen hervorgeht, wird die hier 
statuirte Aequivalenz: 



(ajcoiäj (»iti:::j) 



dadurch definirt, dass das eine System durch lineare Transformation der 
Zeilen, mit irgend welchen Transformations-Coefßcienten, in das andere System 
übergeführt werden kann. 

Es sind dies also zwei verschiedene Aequivalenz-Begriflfe, von denen 
sich der eine auf die Colonnen, der andere auf die Zeilen bezieht; sie können 
aber auch beide zu einem neuen „weiteren" Aequivalenz-Begriff vereinigt 
werden, indem zwei Systeme: 

als im „weiteren Sinne einander aequivalent" bezeichnet werden können, wenn 
jedes derselben einem dritten Systeme: 

(•") (;:t5:;:5 

in dem einen oder anderen engeren Sinne aequivalent ist, d. h. also sowohl 
dann, wenn die Aequivalenzen: 

beide in demselben engeren Sinne bestehen, als auch dann, wenn die eine in 
dem einen, die andere in dem anderen engeren Sinne stattfindet. 



§7. 
Giebt es lineare ganzzahlige Functionen der r Grössen: 

&U; ^*l Kh (»-r+l,r+f,....9), 
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deren Werthe für alle Indices k ganzzahlig sind, d. h. also, giebt es (fttr 
Ä = r + 1, r + 2, .... ff) eine Anzahl Gleichungen: 

Aal 

in welchen tt^^, 6^^ ganze Zahlen bedeuten, so gelten diese Gleichungen, wenn 
für Tc^r: 

gesetzt wird, für alle Indices k. Es möge nun angenommen werden, dass 
die Anzahl solcher, von einander linear unabhängiger Gleichungen genau 
r — r ist, und dass demnach r — x lineare Relationen: 



(2) ^uh.-\u t=^^"^•■■'■) 



bestehen, aus denen sich alle anderen solchen Relationen linear zusammen- 
setzen lassen. Dann kann die Reihenfolge der Zeilen &^^, &,^, .... so vor- 
ausgesetzt werden, dass die Zeilen: 

&n, &„, .... 6,4, Vi.»; ^+f.Ai •••• \k (A-1,1....«) 

von einander linear unabhängig sind, imd dass daher das aus diesen r Zeilen 
bestehende System dem Systeme (J^J in dem zweiten engeren Sinne (der 
Zeilen-Transformation) aequivalent ist. Da das System (6^J in demselben 
engeren Sinne dem System {a^^ aequivalent ist, so wird durch die obige 
Annahme eine Eigenschaft des Systems (a^^ fixirt, welche folgendermaassen 
zu formuliren ist: 

„Das System (a^J, vom Range r, kann durch lineare Transformation 
der Zeilen (mit irgend welchen Coefficienten) in ein solches ver- 
wandelt werden, welches nur r Zeilen hat, die nicht lauter Null- 
Elemente enthalten, und nur r Zeilen, in denen nicht sämmtliche 
Elemente ganze Zahlen sind. Dabei sind die Zahlen r und r die 
kleinsten, für welche dies möglich ist." 

L. Kronecker^i Werke UL 10 
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Die Zahl r hat daher in Beziehung auf den Bationdlitäts-Bereich der 
gewöhnlichen rationalen Zahlen eine ganz analoge Bedeutung wie die (absolute) 
Stufenzahl r; sie giebt einen ^.relativen Bang^^ des Systems (a^J an, nämlich 
einen solchen, welcher dem Systeme in Beziehung auf den Bationalitäts- 
Bereich JEins zukommt'*'); die Zahl r soll deshalb kurzweg als 

„der Bationalitftts-Rang des Systems (a^^^)" 

bezeichnet werden. 

Jedes System von pq Elementen: 

(««) a:tl::::3' 

dessen (absoluter) Bang gleich r, und dessen Bationalitäts-Bang gleich r ist^ 
hat hiemach die charakteristische Eigenschaft, dass es in dem zweiten engeren 
Sinne (der Zeilen-Transformation) einem Systeme aequivalent ist, welches 
genau t nicht ganzzahlige und überhaupt nur r Zeilen enthalt 

Ein solches dem Systeme (a^J aequivalentes System ist das obige 
System: 

\kf hkf ••• Kkf Vi.il *t+s.ii •••• Kk cft-i.1....«), 

dessen Elemente gemäss den Gleichimgen (^') und (S) nur Determinanten- 
Quotienten: 



V 

l«/.l 



(ff 9-^1,% '.r \ 



und lineare ganzzahlige Functionen derselben sind. Die charakteristische 
Eigenschaft eines Systems (a.^) vom (absoluten) Bange r und vom Batio- 
nalitats-Bange r kann hiemach auch dadurch ausgedrückt werden, dass 



*) ^gl* § 3 meiner oben citirten Festschrift zu Hm. Kutnmei^s Doctorjubilänm.') 
^) Band II S. 858flgde. dieser Ausgabe. H. 
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zwischen den Determinanten r*" Ordnung genau r — r lineare ganzzahlige 
Relationen: 

(20 2\u I V I " ^a \^fA V ^-^ •' •• • *-^. *.* + !.... r) 

bestehen. Jede dieser Relationen kann, wenn 6^^ — a^^ gesetzt wird, einfach 
durch die Gleichung: 



a,^ I = 



^Im 



/ 1-0, 1, «, . . . r\ 



dargestellt werden, und diese Gleichung besagt nichts Anderes , als dass das 
System (a^J in ein (im Sinne der Zeilentransformation) aequivalentes über- 
geht, wenn eine der Zeilen: 

hmzugefilgt wird. Es können daher auch alle r — r Zeilen 6^^ hinzugefttgt 
werden. Da diese von einander linear unabhängig sind, so müssen r Zeilen 
a^j — wenn auch nicht jede — mit den r — r Zeilen b^^ ein linear unab- 
hängiges System von r Zeilen bilden. Es ergiebt sich also, 

dass fttr jedes System von pq Elementen: 

K) C:t5:::9> 

dessen (absoluter Bang) gleich r imd dessen Bationalitäts-Bang 
gleich t ist, ein aequivalentes existirt, welches aus dem ersten 
dadurch entsteht, dass p — r Zeilen weggelassen und r — r Zeilen 
durch ebenso viel andere mit lauter ganzzahligen Elementen ersetzt 
werden. 

Die vorstehende Entwickelung zeigt, dass (falls r>x + l ist) nicht 
bloss zwischen den Determinanten r*^ Ordnimg*), sondern auch zwischen den 



♦) Vgl. die obigen Gleichongen (S'). 

10* 
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Determinanten (r + 1)*^ Ordnung des Systems (a, J lineare ganzzahlige Rela- 
tionen bestehen. Fügt man nämlich dem Systeme (a^ J die r -- 1 Zeilen 6,^ 
hinzu, so entsteht ein aequivalentes System von p + r — x Zeilen, für welches 
alle Determinanten der Ordnung r + 1 verschwinden; imd jede der Gleichungen, 
welche man erhalt, wenn man eine derjenigen Determinanten (r + 1)*" Ord- 
nung gleich Null setzt, die aus (r — r) {r + 1) ganzzahligen Elementen 6^^ 
imd aus (r + 1) (r + 1) Elementen a^^ gebildet sind, liefert offenbar eine 
lineare ganzzahlige Relation zwischen Subdeterminanten (r + 1)*" Ordnung 
von Elementen a^^. 

Es ist noch zu erwähnen, dass (unter Beibehaltung der obigen Be- 
zeichnungen) der Natur der Sache nach stets t^r^q ist, und dass t,. für 
den Fall r = g, den Werth Ntdl hat, weil alsdann das aus den ersten 
r* Elementen bestehende System {a^^)y also auch das ganze System, im Sinne 
der Zeilen-Transformation dem „Einheitsysteme'^ 

(*^j) «.*=1, l,...r), 

folglich in der That einem aus lauter ganzzahligen Elementen bestehenden 
Systeme aequivalent ist. Der Rationalitftts-Rang eines Systems (a^^ ist also 
höchstens gleich dem (absoluten) Range, und er ist stets gleich NuH^ wenn 
die Anzahl der Golonnen nicht grösser ist, als die Zahl, welche den (abso- 
luten) Rang des Systems bezeichnet. 



Ein System: 



§8. 



(««) föt:::^) 



vom (absoluten) Range r und vom Rationalitats -Range NvU ist einem 
Systeme: 

M (::tl;::3 

von lauter ganzzahligen Elementen aequivalent, und zwar im Sinne der Zeilen- 
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Transformation. Da in diesem Falle r-=0 ist, nimmt der Index i in den 
Gleichungen (ß') des vorigen Paragraphen die Werthe 1, 2, ... r an, imd 
diese Gleichungen: 

genügen dann, um das Yerhöltniss der r -{- 1 Determinanten, welche aus den 
r Zeilen von je r + 1 Elementen: 

V » ^/f ^ — V' ^f ^"^ «. • • ^) 

zu bilden sind, durch die Coefißcienten 6, also in ganzen Zahlen, darzustellen. 
Dies gilt f&r jeden Werth: s — r + l, r + 2, ... q; also: 

für den Fall r — ist das Verhaltniss je zweier Determinanten: 

rational, und dies ist zugleich fQr diesen Fall cha/rdkteristisch; 

denn jenes Verhaltniss ist gemäss § 6 (^') gleich 6^^,, und das dem Systeme 
(a^ J aequivalente System (6^ J, dessen Elemente für A ^ r das Einheitssystem 
bilden, besteht daher für den Fall t — aus lauter rationalen Elementen. 

Da die Auflösung des Systems der r Gleichungen: 

(SR) ^«««-.-o diS:::;.) 

durch: 

gegeben ist, so erweist sich auch 



Digitized by 



Google 



78 NÄHERUNGSWEISE GANZZAHLIGE AUFLÖSUNG LINEAEEE GLEICHUNGEN. 

die Lösbarkeit der Gleichungen (ÜR) in ganzen Zahlen w, für aUe 
Werthe s = r + 1, r + 2, ... g, 

als eine charakteristische Eigenschaft derjenigen Systeme (a^J, deren Batio- 
nalitats-Bang gleich Null ist 



§9. 

Ist (a^^) irgend ein System von pq Elementen, dessen (absoluter) 
Rang gleich r, und dessen Rationalitäts-Rang gleich r (von NvU verschieden) 
ist, so kann man sich die Zeilen so geordnet denken, dass die ersten r Reihen 
von Elementen: 

überhawpt von einander linear unabhängig imd zugleich die ersten x Reihen 
von Elementen: 

in Bemhtmg auf den BationaHtäts-Bereich Eins von einander linear unabhängig 
sind. Dann giebt offenbar die Rangzahl r des ganzen Systems (a^ J zugleich 
den (absoluten) Rang des aus den ersten r Zeilen bestehenden Systems an, 
imd die Zahl t, welche den Rationalitäts-Rang des ganzen Systems {a^^ be- 
zeichnet, hat eben dieselbe Bedeutung auch fiLr das aus den ersten r Zeilen 
gebildete System. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen kann dasjenige System von 
Gleichungen: 

welches nur die ersten x von den r Gleichungen (®) des § 5 enthält, für 
beliebig gegebene Grössen |j, |,, ... mit den Ungleichheitsbedingungen: 

I 9>^ I < r (i=i. «,...«) 

in ganzen Zahlen w^^ w,, ... w^ gelöst werden. 
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L Um eine solche Lösung zu erhalten, wäMe man (wie im § 2, II) 
zuvörderst Zahlen m^^, ftlr welche die absoluten Werthe der r AusdrtLcke: 

kleiner als t werden. Dies ist stets möglich. Denn wenn man jedes der 
r Intervalle: 

fy\a\ l '-l,«.....»-;t=-l,«,...r,.j \ 

^ -^ \^ik\ \\*ik\ bedeniti den abwlutan Werth tob a^J 9 

welches die je (f + 1)'"*'^ Werthe von: 

k k k \ *=» 1> ^i . . . »"i • / 

umfasst, in f*^ gleiche Theile theilt, so giebt es mindestens zwei Systeme 
von Zahlen: 

(w[, w^, ... w^y w\), (w;, w;, ... ir;, w;)^ 

die so beschaffen sind, dass die beiden Werthe: 

för keinen der Indices i, in zwei verschiedenen der f*^ Theilintervalle liegen. 
Setzt man nun: 

Wj^ — w^ «=» m^^ (»-1, «, . . . r, *), 

so ist: 

und man kann also in der That durch angemessene Wahl der Zahl t be- 
wirken, dass die absoluten Werthe: 

l?»"»..! Clti::.;,.) 

kleiner als die gegebene Grösse r- werden. 
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Hierbei können freilich filr einzelne Werthe von i und ftlr einzelne 
Werthe von s die Ausdrücke 2^ik^u ^^^^^ Null werden. Aber für die 

k 

Werthe von % und s kann dies nicht der Fall sein, da nach dem, was am 
Schlüsse des vorigen Paragraphen ausgefilhrt worden, die Existenz von Zahlen 
nij^^, wofür alle Gleichungen: 






erftOlt sind, eine charakteristische Eigenschaft der Systeme (a.J vom Ratio- 
nalitats-Range Null ist Es muss daher mindestens einen Index s geben, für 
den nicht alle r Werthe: 

-P'«'»'"- t':it::::..) 

gleich Null werden. Setzt man nun: 

so sind die r Grössen a ^^, ihrem absoluten Werthe nach kleiner als t, und 
nicht sämmtlich gleich NuU. 

II. Diejenigen Zeilen a^^, a,^, ... a^^, wofür der Werth von ö^<^,+i 
beliebig klein und doch von Null verschieden ist, können offenbar nicht 
lauter rationale Elemente enthalten. Jede solche Zeile, die nicht lauter 
rationale Elemente enthalt, kann aber — unbeschadet der im Anfange dieses 
Paragraphen gemachten Voraussetzung — als erste Zeile genonmien werden. 
Man kann also namentlich diejenige Zeile als die erste wählen, wofür der 
absolute Werth von a^ ^^^ am grössten ist. Alsdann wird: 

imd nun kann aus jeder näherungsweisen ganzzahligen Xösung der 
Gleichungen: 
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eine ganzzahlige Lösung der Gleichungen: 
hergeleitet werden. Da näanlich: 

ist, so genügen, wenn durch: 

irgend eine Lösung der Gleichungen (91^) gegeben wird, denselben Gleichungen 
(91°) auch die Werthe: 

^i — ^i + l^^u^ «'i — ^ + **«»,,, «^j — ♦», + **%, 

und die hierbei noch beliebige ganze Zahl y, kann nun so bestimmt werden, 
dass für dieselben Werthe von w^, w,, . • . . w^: 

oder, was dasselbe ist: 

wird. Denn hierzu braucht man, da: 

k k 

^^^ I ^1, «+1 1 < ^ ^*^ ^^^ ^^^ dö^ Werthe von: 

L. Kroneoker'i Werke lU. 11 
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61 — ^«i*»^ 

* (»-1,1,. .^j) 

nSLchste ganze Zahl för y, zu nehmen. Wird nun die angenäherte Lösung 
derselben Oleichungen (91^ mittels der Zahlen n^ oder n^ + fim^^^ so voraus- 
gesetzt, dass sich die Werthe auf den beiden Seiten der Oleichung um weniger 
als ^r von einander imterscheiden, so ist: 

imd wenn man hiermit die Gleichung: 

k 

verbindet, welche aus der obigen Oleichung: JS^ik^k'^^i~Vif durch Ein- 

k 

setzen der Werthe w^j — w* + [**»*, entsteht, so resultirt die Gleichung: 

welche auch noch fOr i — 1 gilt, falls man 0^ — nimmt. Setzt man endlich 
noch: 

so wird I yj < r, da 

vorausgesetzt worden, und die Gleichungen: 

mit den üngleichheitsbedingungen: 
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werden also in der That durch die Werthe: 

1^;^ — n^^ + iimj^^ (*-i, 1, ... «) 

befriedigt, wenn die Zahlen n^, n,, . . • • n^ den Gleichungen: 
mit den Ungleichheitsbedingungen: 

|fl, |<ir «-«,•,.. .r) 

genügen, und wenn die ganze Zahl y, durch die Bedingung: 

I **«!,«+! - S, + ^ai*n^ I < 1 1 «i^+i I (*-!. ^ - «) 

bestimmt ist. 

in. In der hier unter I und 11 gegebenen Entwickelung kann überall 
der Index i auf die Werthe, die nicht grösser als r sind, beschrankt werden. 
Dann sind die r Gleichungen (91J mit den im An&nge dieses Paragraphen 
aufgestellten r Gleichungen: 

(SR) ^«u«'*-6,-9>, (i:t5:::3 

identisch, deren Lösbarkeit in ganzen Zahlen w^ mit den Ungleichheits- 
bedingungen: 

|9j|<r (i-.i,«,...t) 

nachgewiesen werden sollte. 

Bei der Beschränkung auf die Werthe i^x bilden aber die Gleichungen 
(91,) ein System von (r — 1) Gleichungen vom Bationalitäts-Range (r — 1). 
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Denn wenn der Bationalitäts-Bang kleiner sein sollte, müsste mindestens eine 
Gleichung: 

in welcher die a^ ganze Zahlen bedeuten, existiren. Dies ist aber nicht 
möglich, weil eine solche Gleichung, wenn: 

gesetzt wird, in die Gleichung: 

übergeht, deren Bestehen mit der Voraussetzung, dass die Zahl r den Ratio- 
nalitats-Bang des Systems (a^ J angiebt, unverträglich ist. 

Da nun die Lösbarkeit eines Systems von (r — 1) Gleichungen vom 
Bationalitftts-Range (r — 1) vorausgesetzt werden kann,*) so ist der zu 
fahrende Nachweis der Lösbarkeit der Gleichungen (91) in der obigen Ent- 
wickelung vollständig enthalten. Doch soll eben diese Entwickelung noch 
benutzt werden, nm den weiteren Nachweis zu fahren, dass auch das System 
der r Gleichungen (91J lösbar ist, wenn zwischen den gegebenen Grössen | 
gewisse Relationen bestehen. 



§ 10. 

Da das System (a^ J den Rationalitäts-Rang r hat, müssen r — x linear 
unabhängige Relationen: 



*) Die Lösbarkeit einer Oleichong vom Bationalitats-Range EinSj sowie eines 
Systems von zwei Gleichungen vom Rationalitäts-Range Ztoei ist in den §§ 1 und 2 aus- 
fOhrlich dargelegt worden. 
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i H-1, S, . . . / 

mit gaMMÜigen Werthen a^^ bestehen. Es war aber: 



also 






Da nun die Werthe |A|,,^.i| sämmtlich kleiner als eine beliebig klein 
gewählte Grösse t sind, die Summe rechts aber einen ganzzahligen Werth 
hat, so muss sie gleich Null sein. Zwischen den Grössen \^^i bestehen 
hiemach die r — r Gleichungen: 

Dies vorausgeschickt, soll nun gezeigt werden, dass 
die r Gleichungen (91^) des vorigen Paragraphen: 

in ganzen Zahlen w lösbar sind, sobald zwischen den gegebenen 
Grössen | die Relationen: 

bestehen. 
Dabei kann angenommen werden, dass die Determinante: 
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von Null verschieden ist; anderen&Ils würde nämlich aus den Gleichungen 
(^) eine Relation: 

JViöu- J"'«*«,, (»-1.1....«) 

ial hMmX + 1 

hervorgehen, es würde also eine lineare Function der r ersten Zeilen: 
als lineare Function der r — x ganzzahligen Reihen: 

darstellbar sein, d. h. es würden — entgegen der im AnfEing des § 9 ge- 
machten Voraussetzung — die ersten r Reihen von Elementen ,,in Beziehung 
auf den Rationalitäts-Bereich Mns^^ von einander linear abhängig sein. 

Unter der hiermit gerechtfertigten Voraussetzung, dass die Deter- 
minante: 

I Cj^f\ (*,*->«+!, t + t,...r) 

von Null verschieden ist, folgen aus den Relationen (O) und (91) auch Rela- 
tionen folgender Art: 



/l-l,S,...r\ 

U«t+i....r; 



Für den Fall t — 1 ist demnach: 

«*.,+! -«*i«i.,+i» $*-c,il„ also l^-^^li (»-«.»....r), 

1, J + 1 

und wenn man für diesen Fall gemäss § 9 die Zahl (t als die dem Quotienten 
^ ^ nächste ganze Zahl bestimmt, und 
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setzt, so erh&lt man die Lösung der Gleichungen (91J 
da alsdann: 

Mm If 9+^ 

wird. 

Nimmt man nun ftlr Gleichungen (91 J vom Bationalitats- Bange 
(r — 1) an, dass sie unter Bedingungen (91) in ganzen Zahlen tc lösbar seien, 
so kann man die Existenz von Zahlen tc voraussetzen, durch welche die 
Gleichungen: 

C"' ?(«"-'^''")'''-^-^'' (-i-::3 

erfüllt werden, falls die Grössen | den Bedingungsgleichungen: 

genügen. Denn die Coefficienten c^^ sind die Coefficienten der (r — r) linearen 
Belationen: 

welche zwischen den (r — 1) Zeilen der Coefißcienten des Gleichungssystems 
(91^) — vermöge der Gleichungen (^) und (O) — bestehen, und der Batio- 
nalit&ts-Bang des Systems der (r — 1) Gleichungen (91^ ist daher in der That: 
r — 1 — (r — r) d. h. gleich (r — 1). 
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Aus jeder Lösung der Gleichungen (91°) ist aber nach den Entwicke- 
lungen im § 9 ftlr dieselben Grössen 1, also auch mit den$eß}en Bedingungen 
(91^) eine Lösung des Systems :• 

W ^«a«'»=i-^, dt}:::;) 

herzuleiten. Da nun einerseits die Bedingungen (91®) — vermöge der Gleichungen 
(O) — mit den Bedingungen: 

(«) 2^kiii-0 (i-l,S....r) 

i 

zusammen&Ilen^ und da andrerseits für den Fall r = 1 die Lösbarkeit der 
Gleichungen (91^) unter den Bedingungen (9i) oben dargethan worden ist, so 
folgt deren Lösbarkeit für jeden beliebigen Werth des Rationalitäts-Banges r. 



§ 11. 
Das im vorhergehenden Paragraphen entwickelte Resultat^ 

dass stets ganze Zahlen w^, w^^ ... w^ gefunden werden können, 
fflr welche die Werthe von: 

k k k 

irgend welchen gegebenen, nur den Gleichungen (91) genügenden, 
Grössen 1^, |,, ... |^ beliebig nahe kommen, 

Iftsst sich noch in anderer Weise mit Hülfe einer, auch an sich wichtigen, 
Colonnentransformation des Systems (a^J begründen. 

um eben diese Transformation auseinanderzusetzen sei zuvörderst 
bemerkt, dass der Bationalitats-Rang der Definition nach für Systeme, die im 
Sinne der Zeilentransformation aequivalent sind, identisch ist; dass er aber 
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offenbar auch ungeändert bleibt, wenn ein System in ein, im Sinne der 
Colonnentransformation, aequivalentes übergeht. 

Nunmehr soll gezeigt werden, 

dass jedes System, dessen (absoluter) Bang grösser ist als der 
Rationalitäts-Bang, durch Colonnentransformation in ein aequiva- 
lentes verwandelt werden kann, welches die Eigenschaft hat, dass 
bei Weglassimg einer bestimmten Colonne der (absolute) Bang um 
eine Einheit erniedrigt wird, während der Bationalitats-Bang der- 
selbe bleibt. 

Wenn nämlich das System: 

w G:!:5:::9 

vom (absoluten) Bange r und vom Bationalitftts-Bange r ist, und die Beihen- 
folge der Colonnen und Zeilen so bestimmt wird, dass die Determinante der 
ersfew r* Elemente a^^ von Null verschieden ist, so giebt es unter der Vor- 
aussetzung x<r (nach §7) ganze Zahlen: 

für welche die Determinante (r -f- 1)*~ Ordnung: 

verschwindet. Das durch Hinzufügung der Zeile ganzzahliger Elemente a^^ 
gebildete System: 

ist dem ursprünglichen Systeme: 

K) C:i5::::^) 

im Sinne der Zeilentransformation aequivalent; es ist also ebenfalls vom 

L. Kroneokar*k Werke m. 18 
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absoluten) Bange r, und es müssen demgernftss alle daraus zu bildenden 
Determinanten (r + 1)*" Ordnung — nicht bloss die oben angefahrten beson- 
deren — gleich Null sein. 

Es sei nun a^ der grösste gemeinsame Theiler der ; Zahlen a^^ und: 
Femer seien die g^ ganzen Zahlen g^ so gewählt, dass: 
wird. Setzt man dann: 

so ist: 

Die beiden Systeme: 

gehen also durch ganzzahlige lineare Transformation der Colonnen in ein- 
ander über, d. h. sie sind im Sinne der Colonnentransformation einander 
aequivalent. 

Diese Aequivalenz besteht auch, wenn man die Werthe des Index % 
auf die ersten r Zahlen beschränkt. Andererseits gelten die Transformations- 
öleichungen auch fllr t — 0, wenn: 

genonimen wird. Es sind also auch die Systeme: 



/ 0\ / \ /i-«;i,...podw>-0.1, ...r\ 
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im Sinne der Colonnentransformation einander aeqoivalent. Endlich ist das 
System: 

^'V'^ \ 1-0,1....« / 

dem ursprünglichen Systeme: 

W (.':tt:;.'J 

in jenem „weiteren" am Schlüsse des § 6 erläuterten Sinne aequivalent; und 
das System (a^,) hat daher ebenso wie das System (a^^J den (absoluten) Rang r 
und den Bationalitäts-Bang r. 

Bedeuten i^, t^, ... i^ beliebige von den Zahlen 1, 2, . . . i>^ und 
ÄJj , ÄJ, , ... k^ beliebige von den Zahlen 1, 2, ... g, so besteht offenbar die 
Determinanten-Belation : 






'0*0 



Da das System (a^,) vom (absoluten) Bange r ist, so muss die Determinante 
links, als eine aus diesem Systeme gebildete Determinante (r + 1)**' Ordnung 
gleich Null sein; es verschwindet hiernach jede Determinante r*" Ordnung, 
die aus dem Systeme: 

W . t-LV.::;) 

gebildet werden kann, und der (absolute) Rang dieses Systems ist also kleiner 
als r. Dieser Rang kann aber nicht kleiner als (^ — 1) sein, weil sonst das 
System, welches durch Hinzufdgung der Colonne: 

00 

entsteht, von niedrigerem als dem t^ Range wäre. Der Rang jenes Systems 
(a^j) muss also genau gleich (r — 1) sein. 

Da der Rationalitäts-Rang des Systems: 

(4) (i:5l-.::3 

18* 
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gleich r ist, so giebt es genau r — x von einander linear unabhängige 
Belationen: 

(?^) -^Ci./ ^J ~ ^t+i. p • • • ^c^^f^ii — öj, (^IS;I; ;;; 3 , 

in denen a^^^^ ... a^, ganze Zahlen sind. Da femer a^ eine ganze Zahl 
und 

ist, so kann in der ersten jener r — x Relationen (^®): 

^0 1 ^0 J^ J^ (\ ifi J^ 



genommen werden. Die übrigen r — r — 1 Relationen können, bei Weg- 
lassung des Werthes 2 — 0, folgendermaassen dargestellt werden: 

Aber es kann auch keine weitere solche Relation: 

bestehen; denn sonst würde eine (r — r + 1)** Relation: 

für das System (aj,) folgen, wenn för 2 — der ganzzahlige Werth von aj+j o 
beliebig angenommen und dann der Werth von cj+i^o gemäss der Gleichung: 

bestimmt wird. Es bestehen hiernach fOr die Zeilen des Systems: 
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nur genau r — r — 1 Relationen der angegebenen Art, und eben dieses System 
(ajj), dessen (absoluter) Rang gleich r — 1 ist, hat daher den Rationalitftts- 
Rang: r — 1 — (r — r — 1), d. h. den Rationalitäts-Rang r. 

Es hat also das dem g^ebenen Systeme vom (absoluten) Range r und 
vom Rationalitats-Range r: 

K) C:J:J:::3 

(im Sinne der Colonnentransformation) aequivalente System: 

^"<i/ Ij-o, 1,...«; 

in der That die Eigenschaft, dass bei Weglassung der durch den Index 2 — 
bezeichneten Colonne ein System: 

W (.-tl;;;::) 

resultirt, welches vom (absoluten) Range r — 1 und vom Rationalitftts- 
Range r ist. 

Der oben aufgestellte Satz ist hiermit vollständig bewiesen, und es 
kann nun aus demselben unmittelbar der allgemeinere Satz gefolgert werden, 

dass jedes System vom (absoluten) Range r und vom Rationalitats- 
Range r durch Colonnentransformation in ein aequivalentes ver- 
(@) wandelt werden kann, aus welchem bei Weglassung bestimmter 

(r — r) Colonnen ein System entsteht, dessen (absoluter) Rang, mit 
dem Rationalitäts-Range übereinstimmend, den Werth r hat. 

In dem Systeme, welches diesem Satze gemäss, bei Weglassung von 
(r — r) Colonnen, fflr den Fall r — resultirt, müssen, da der (absolute) 
Rang gleich Null ist, sämmtliche Elemente gleich Null sein; es folgt also, 

dass jedes System vom Rationalitäts-Range 'tfviXl durch Colonnen- 
(6®) transformation in ein aequivalentes verwandelt werden kann, welches 

nur so viel Colonnen enthält, als der absolute Rang angiebt 
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Dieser speciellere Satz, dessen eigentliche Quelle hier aufgezeigt wor- 
den, findet sich schon in meinen früheren Arbeiten*); er ist vollkommen 
identisch mit dem Satze, dass jedes aus linearen homogenen Functionen 
beliebig vieler Variabein mit ganzzahligen Coefficienten gebildete Divisoren- 
system auf ein solches reducirt werden kann, in welchem die Anzahl der 
Elemente mit der Stufenzahl übereinstimmt. Denn wenn die Elemente a^j^ 
sämmtlich ganze Zahlen sind, so ist der Rationalitäts-Bang des Systems (a^ J 
gleich Null. Nun sind zwei Divisorensysteme: 






«-i,«,...p) 



.einander aequivalent (vergl. § 5), wenn die Elemente des einen Systems 
homogene lineare ganzzahlige Functionen der Elemente des anderen sind, d. h. 
wenn Gleichimgen: 

bestehen, in denen ^^^ imd g^^ ganze Zahlen bedeuten. Alsdann sind aber 
gemäss § 5 die beiden Coefficienten-Systeme: 



V*—!,«, ... j'^ 



im Sinne der Colonnentransformation einander aequivalent, weil sie durch 
die ganzzahligen Transformationsgleichimgen: 



* *' \k-l.»....g'/ 



*) VergL No. VII nnd VIII meiner vorigen Mittheilong^): „Die Periodensysteme 
von Functionen reeller Yariabeln^'. 

^) Band m S. 40-42 dieser Aasgabe. H. 
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mit einander verbunden sind. Da nun nach jenem (spedelleren) Satze (&) 
stets Systeme (af^^,) existiren, ftlr welche die hier mit q bezeichnete Anzahl 
der Colonnen mit der Bangzahl r übereinstimmt, so folgt, dass in der That 
för jedes Divisorensystem (3)) aequivalente Divisorensysteme (3)®) existiren, 
die nur aus so viel Elementen bestehen, als die Stufenzahl des Systems 
angiebt. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dass der oben bewiesene 
allgemeinere Satz (@) auch aus dem spedelleren (®^ gefolgert werden kann. 

Wenn nämlich das System (a^J den (absoluten) Bang r und den 
Bationalitäts-Bang r hat, so bestehen — gemäss der Bedeutung der Zahlen r 
und r — genau p — x linear unabhängige Belationen: 



m 


^ii^ik-hk 




1.-1,1. .. 


■3 


in welchen 












^t+i,*> ^t+«,*» 


^k 


(»-I1 «. . 


..«) 


ganze Zahlen, und 












^r+l,k> ^r+«,*> 


'^t 


(*-l, h . 


• «) 



sftmmtlich gleich Null sind. Diese p — t linearen Belationen (^') sind aber 
auch dafür charakteristisch, dass das System (a^ J den (absoluten) Bang r und 
den Bationalitäts-Bang r hat. 

Das System der {r — x)q ganzen Zahlen: 

M er,t:::3, 

hat, weil es aus lauter ganzzahligen Elementen besteht, den Bationalitäts- 
Bang Null. Aber der (absolute) Bang ist gleich der Anzahl der Zeilen, also 
gleich r — r; denn zwischen den r — x Zeilen des Systems kann keine lineare 
Belation : 



Digitized by 



Google 



96 NÄHERUNGSWEISE GANZZAHLIGE AUFLÖSUNG LINEAREE GLEICHUNGEN. 

?n««-o er,t:::3 

bestehen; sonst würde nftmlich, wenn 

gesetzt wird, aus den Gleichungen (^') die lineare Relation: 

folgen, und diese würde als eine (l> — r + 1)** zu jenen (jp — r) Relationen 
hinzukommen, die in (^') fttr ä — r + 1, r + 2, ...p enthalten sind; der 
(absolute) Rang des Systems (a^j) würde also kleiner als r sein. 

Jenem specielleren Satze (@^) gemäss giebt es mm ein nur r — r 
Colonnen enthaltendes, im Sinne der Colonnentransformation dem Systeme 
(ttj^J aequivalentes System: 

Es giebt daher Transformations-Relationen: 

"^ "^ /f^U *i • • . f*"^ 
<^k/—^\kii/f <^** — ^VÖ/* (*-t+l, r), 



mit ganzzaMigen Coefficienten g^^, g®^, und wenn diese Coefficienten g^^, g*j 
zur Transformation des Systems {a^^ in ein im Sinne der Colonnen-Trans- 
formation aequivalentes System (a^J benutzt werden, iQdem 



"V 

% — % — ^%9/9 



(/-l, «,...r-t\ 
p—r-t+l,... 9 I 



gesetzt wird, so erhält man mit Hülfe der Relationen (^') die Gleichungen: 
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V ' 



;. 



(/-1,1. ...r-r\ 
p—r-t+l,... q \ 
*-l, « «/ 



die auch noch ftlr Ä>r gelten, wenn fttr diese Werthe von h die Grössen 
aj^ gleich Null gesetzt werden. Nun ist femer: 

es wird daher: 

-i2C^,ö,a — (a-T + I. r) 



^ 'Ä^^^^p ^ ^Ä—t + 1, rji 



und die ftlr das System (a^J geltenden linearen Belationen lassen sich also 
in folgender Weise darstellen: 






wenn: 



•«-0 



'-'•+1» P/ 



genommen wird. Das System (aJJ hat demnach die in dem allgemeineren 
Satze (@) angegebene Eigenschaft, dass bei Weglassung der ersten, den 
Werthen ä; = 1, 2, ... r — x entsprechenden, Colonnen ein System: 

y^iff) Vp«r-r+l, ... J 

resultirt, ftlr welches keine anderen linearen Belationen als die folgenden 
p — t bestehen: 

L. Kroneoker't W«rk« m. IS 
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und welches daher vom (absoluten) Bange r und dabei zugleich vom Batio- 
nalitäts-Bange r ist 

§ 12. 
Nimmt man, wie im g 5^ an Stelle des Gleichungssystems: 

ein Gleichimgssystem: 

(0^ ^a?x-i-9, c:t{:::i), 

in welchem das Coe£ßcienten-System (a^J die im vorigen Paragraphen an- 
gegebene Beschaffenheit hat, so wird vermöge der mit (^^) bezeichneten 
linearen Belationen: 



'»* * ' ^*— 1,1,.../ 



Da<, 



för jeden Werth von ä, wenn k>r — r ist> und 
för jeden Werth von Je, wenn h>r ist, 

den Werth NuU hat, so reduciren sich die Gleichungen auf folgende: 






//-l,l,...r-t\ 
(A-t+l. r\ 

V<-i.«. p/' 

V-r+1, .... J>/ 



es müssen daher, da ja die Grössen g> beliebig klein werden sollen, die 
gegebenen Grössen | nothwendig den Bedingungen: 
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*-«+!• r\ 

<-it«. pj 

/-r+l, P^ 



genügen^ wenn das Gleichungssystem (&) in ganzen Zahlen w lösbar sein solL 
L Nimmt man mm zuvörderst: 

SO gehen die p öleichimgen (®^ in folgende über: 
mit den (p — r) Bedingungen: 

?**'«'-« C:ri:r.:::a- 

Man braucht aber nur den t Gleichungen: 



p 9 9 



durch passende Werthe der q — r + t Zahlen wj Genüge zu thun. Denn, 
setzt man dann: 



SO wird: 

da nun erstens die Grössen | durch die Bedingungen: 



13* 
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mit einander verbunden sind, und da zweitens zwischen den Coe£ßcienten 
a^^ gemäss (^^) § ^^ ^^ Relationen: 

^^ki^'^^kg — ^ ('->.«. p) 

i V="r-t+l / 

bestehen, so resnltiren die (jp — t) Gleichungen: 

aus denen hervorgeht^ dass 

beliebig klein imd also auch die ^ — r Gleichungen: 

2-^.A-i. C:;*.Vc.:.'J 

näherungsweise erfüllt werden, wenn y^, y,, .•.. y^ beliebig klein, d.h. 
wenn die r Gleichungen: 

2AA-i, C:t^»..;::;) 

näherungsweise erfbllt siud. 

Die näherungsweise Auflösung von r Gleichungen, vom Bationalitäts- 
Bange r, ist aber schon im § 9 gegeben worden, und gemäss den im § 11 
enthaltenen Entwickelungen ist f&r das System: 

W C-*'-J..;:::3 

in der That sowohl der (absolute) Bang als auch der Bationalitäts-Bang 
gleich r. 

II. Werden nun femer fftr w\, w\y .... wjl_^ hdiebige ganze Zahlen 
genommen, so braucht man nur nach der im § 9 angegebenen Weise dem 
Systeme von r Gleichungen: 
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dessen Bationalitäts-Bang gleich r ist, durch geeignete WeriJie der q — r + x 
Zahlen w^^ Genüge zu thun. Denn, setzt man dann: 

SO wird: 

^Cj..^,-^ :2c,X- ^hi<*ik^k (i-i,t....p); 

es ist also wegen der Gleichungen (5ß^) im § 11 för Ä^r: 

xmd för i>r: 

Vermöge der oben mit {%) und (2^) bezeichneten Bedingungen, welche zwischen 
den gegebenen Grössen | bestehen müssen, erfüllen daher %+xf Vx+t^ "••% 
die j> — r Bedingungen: 

-?49,-o Cut:::». 

aus denen, wie oben, zu erschliessen ist, dass näherungsweise nicht bloss die 
r Gleichungen: 

2alA - 6„ :SalA - t., ^alA - ^ <*-• «• - «>, 

sondern alle p Gleichungen: 

?»>:-!. (;:tl::.:3 

erfüllt werden. 
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Hiermit sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der 
naherungsweisen Lösbarkeit eines Gleichungssystems: 



oder eines damit aequiyalenten Gleichungssystems: 

m JSaiA^i, c:tj:::5 

vollständig dargelegt^ und es ist auch gezeigt worden, wie man im Falle 
der Lösbarkeit ganze Zahlen Wj^ finden kann, filr welche die sämmtlichen 
jp Differenzen: 

beliebig klein werden. Es ist nun klar, dass aUe Systeme von Zahlen w^^ 
aus irgend einem abgeleitet werden können, indem man dieses eine mit allen 
denjenigen Systemen von ganzen Zahlen tü^^ verbindet, welche die linearen 
homogenen Gleichungen: 

naherungsweise erfttllen. Die nftherungsweise Auflösung linearer homogener 
Gleichungen habe ich aber schon in meinen beiden in den Comptes Bendus 
der Pariser Akademie veröffentlichten Aufsätzen vom Januar 1883 und 
November 1884^) allgemein entwickelt. 



§ 13. 

Die im vorigen Paragraphen mit (%) und {^) bezeichneten Relationen, 
denen die gegebenen Grössen | genügen müssen, damit die Gleichungen (®®) 
in ganzen Zahlen w naherungsweise lösbar seien, können auf eine andere 
Form gebracht werden, in welcher ihre eigentliche Bedeutung klarer her- 
vortritt. 



^) Band m S. 1—80 dieser Ausgabe. H. 
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Bezeichnet man nämlich mit 

(«;») e:^i::::::) 

das zu 

W CM:::::) 

reciproke System, so besteht die Gleichung: 

yd a® =* //,*-!.«,. ..r-t\ 

und diese gilt auch für A>r — r, weil alsdann aj^ — wird. Gemäss den 
Gieichimgen (^^) ^^^ (2^) wird hiemach: 



* =-t+li r \ 

< -1,«. p/» 

*=-i,t, 9/ 



und diese Gleichungen gehen, wenn 

2^'fh hi ™ ^i+/, I U-tVl. ! ! .' ' r) 

gesetzt wird, in folgende Aber: 

An die Stelle der Gleichungen (^i)» W^ (^) treten hiemach, wenn 

Öjj statt wj.^ 

/»-t+l,... r\ 

und der Gleichförmigkeit wegen (/»r+i, ...pl 



oj^ statt c^ 



gesetzt wird, die Relationen: 
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in denen g^^^, g,^,, . . . g^ beliebige ganze Zahlen bedeuten, und das hiermit 
erlangte Resultat kann folgendermaassen formulirt werden: 

y,I>ie näherungsweise Außösung eines Systems van p Gleichungen (vergl 
§ 5 und § 12): 

in ganzen Zahlen w^, w,, ... w^ kann mittels gamgahliger Transformationen 
(vergl. § 5): 

<*a'-2a%fflt, ^i-^^g^^K (».villi:::') 

auf die näherungsweise Auflösung eines aequivalenten Gleichungssystems: 

(®°) -S-oJX-i C:ti:::t) 

zurückgeßhrt werden, dessen Coefficienten so beschaffen sind, dass p(jp — x) 
Grössen: 

existiren, ßr weiche: 

i^P im^p i^p 

und aber: 
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mrdf wenn h und x + k verschiedene Werthe haben. Da alsdann: 



ist, so nmss 2^hi^i 9^^^ ^l^t ^^^ gleich NtiU werden, je nachdem h^r oder 



i 



h>r ist. Die gegebenen Grössen | müssen also, wenn die Gleichungen (®) mit 
helidnger Annäherung lösbar sein söUen, nothwendig die Bedingungen erfüllen, dass 
die r --X linearen Functionen: 

i^p i^p i^p 

irgend welche ganzzahlige Werthe, und dass die p — r linearen Functionen: 

itmp i^p immp 

den Werth NuU haben. Andererseits lassen sich, wenn die gegebenen Grössen | 
diese Bedingtmgen erfüUen, die Gleichungen (®) oder (®®) stets nach der in den 
vorhergehenden Paragraphen (§§ 9 bis 12) entwickelten Methode mit beliebiger An- 
näherung auflösen. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Lösbarkeit der 
Gleichungen {%) sind hiermit nochmals, aber in einer anderen Form als am 
Schlüsse von § 12, aufgestellt worden, und zwar namentlich deshalb, um die daraus 
resultirende Beschränkimg der Wahl der Grössen i ersichtlich zu machen. Es 
können nämlich, wie sich hier deutlich gezeigt hat, z. B. x von den Grössen | 
ganz beliebig angenommen werden; die Wahl von ferneren r — t Grössen | 
wird dann bloss durch Rationalitäts -Beziehungen beschränkt, aber die noch 
verbleibenden p --r Grössen | sind auch dem Werthe nach durch die ersten 
r Grössen i vollständig bestimmt.'^ 

In diesem Resultate tritt die wesentliche Bedeutung der in den §§ 5 
und 7 entwickelten BegriflFe des ,^bsoluten" und des „Rationalitftts-Banges" 
klar hervor. Denn durch die Bedingungen (UJ und (UJ wird das aufzu- 
lösende Gleichungssystem als 

L. KroiiMk«r*t Wtrk« IIL 14 
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^yVOin (absoluten) Bange r und vom Bationalitäts-Range r^^ 

charakterisirt, und eben dieselben Zahlen r und r haben eine maassgebende 
Bedeutung ftlr den Grad der Verfügbarkeit über die p Grössen |, denen die 
jp linearen Functionen: 

?«..". C'i:;:^) 

durch passende ganzzahlige Werthe von w^yW^^ . . .w^ beliebig nahe gebracht 
werden sollen. 

Auch zeigt sich dabei die Analogie, welche zwischen den beiden Bang- 
zahlen (r und r) eines Gleichungssystems, in Bezug auf ihre Bedeutung für 
dessen Auflösbarkeit, besteht. Denn während bei dem Problem, die linearen 
Gleichimgen: 

durch irgefifkd welche Werthe der unbekannten z^^ z^j ... z^ aufzulösen, die 
Anzahl der ganz beliebig zu bestinamenden Grössen |,. gleich dem (absoluten) 
Bange r ist, reducirt sich diese Anzahl bei dem Problem, die Gleichungen: 

naherungs weise in ganzen Zählen w^, w^^ ... w^ aufzulösen, auf die Zahl r, 
welche den Bationalitäts-Bang des Gleichungssystems bezeichnet. 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass in diesem wie im vorhergehen- 
den Paragraphen die Anzahl der Colonnen des transformirten Systems (aJJ 
stets mit demselben Buchstaben q^ bezeichnet worden ist, wie die Anzahl der 
Colonnen des ursprünglichen Systems (a^ J , obgleich aus der Begründung des 
Satzes (@) im § 11 nicht hervorgeht, dass die dortige Colonnentransformation 
auch 50 bewirkt werden kann, dass dabei die Anzahl der Colonnen nicht ver- 
grössert wird. Nun ist es zwar fillr die entwickelten Besultate ohne wesent- 
liche Bedeutimg, ob die Anzahl der Colonnen des Systems (a^J gleich der- 
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jenigen der Colonnen des Systems (a^J oder grösser als diese ist Doch ist 
auch leicht zu zeigen, dass in der That aus jedem Systeme (a^J durch 
Colonnentransformation ein aequivalentes System (aJJ gebildet werden kann, 
welches die in jenem Satze (@) angegebene Eigenschaft und dabei nicht mehr 
Colonnen hat als das ursprüngliche System. Man braucht nämlich zu diesem 
Zwecke nur ^ ganzzahlige Coefficienten ^^^ der am Schlüsse von § 5 an- 
gegebenen Colonnentransformation so zu bestimmen, dass deren Determinante 
gleich Eins und zugleich: 

wird, yfo g^y g^, . . . g^ die im § 11 angegebene Bedeutung haben; und dies 
ist stets möglich. Denn wenn man irgend ein System von g* ganzen Zahlen 
bestinmit, in welchem die q Zahlen g^g^^ • • • g^ die erste Zeile bilden, und 
dessen Determinante gleich Eins ist, so kann man für die Zahlen ^^^ die 
^ Adjimgirten eines solchen Systems nehmen. 



§ 14. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist von der ümwandlimg der 
gegebenen Gleichungen durch Z^antransformation desshalb nicht Gebrauch 
gemacht worden, weil sie bei manchen Anwendungen, z. B. bei der Frage 
der Periodensysteme von Functionen complexer Variabein, nicht in ihrer 
vollen Allgemeinheit zulässig ist. Aber eben diese Umwandlung gewährt 
einige formale Vereinfachungen bei der Deduction, und dies soll hier noch 
kurz dargelegt werden. 

Gemäss den Ausfährungen im § 6 kann aus dem Systeme: 

W (;:tt;::;) 

mittels der Zeilentransformation ein aequivalentes System: 

W (;:l::;:::9 

14» 
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abgeleitet werden, welches mit dem ersteren durch die Belationen: 

^^hi ^ik ■" hk A-ii «, . . . t\ 

/ A-t + l.... r\ 



^lk — ^4,k-xKk'^Kk 

verbanden ist. Alsdann ist nach § 13 (U): 

jP ^ • /A«t+l,...r\ 

^hk~°k-t,k U"i,i, ...«/ 

und folglich 6^4— 0, für Ä — r— A, d. L also für die Werthe Ä — 1, 2,...r— r. 
Da hiernach 

ist, so resultirt, wenn man 

5, - ^«M-t fl* - fl, 
setzt, das Gleichungssystem: 

(ft°) ^i'?»«'!:-^, t:ii:-.:;)» 

und dieses Gleichungssystem, welches dem Systeme: 



(A=t+l, ... r) 



im Sinne der Zeilentransformation aequivalent ist, zerfUlt vermöge der obigen 
Gleichimg: ^J^ — ^^jk.^,* in die beiden Systeme: 

(ft!) ^KA-\ e::'-U:::3 

mit den beiden getrennten Gruppen der unbekannten: 
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«'r-t+i' «'r-t+J» ••• «^,5 



^17 ^%f «'r-f 



Das zweite Gleichungssystem (ß^) drackt nur die Bedingung aus, dass die 
gegebenen Grössen rj^^^, iy^^,, . . . rj^ ganzzahlige Werthe haben müssen; das 
erste Gleichungssystem (^f ) hat sowohl den absoluten als auch den Rationa- 
litäts-Rang r und kann, bei beliebig gegebenen Werthen der r Grössen ij^^ 
nach der einfachsten, schon im § 9 vollständig entwickelten Methode in 
ganzen Zahlen: 



W'r-t+l» ^r^x+%f "^q 



mit beliebiger Annäherung aufgelöst werden. 

Es ist schliesslich zu bemerken, dass offenbar das erstere System noch 
dahin vereinfacht werden kann, dass die ersten r' Coeffidenten 6^^ ein Ein- 
heitssystem bilden. 
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DIE ABSOLUT KLEINSTEN RESTE REELLER GRÖSSEN. 

[Gleleaen in der Akademie der WiBsenachaften am 80. April und am 26. November 1896.] 



I. 

Sollen je zwei reelle Grössen, die sich nur um ganze Zahlen von ein- 
ander unterscheiden, als einander aequivalent betrachtet werden, so genügt 
es, die Aequivalenz: 

a(\>a + 1 

als f&r jede reelle Grösse a bestehend anzunehmen. Bei einer solchen De- 
finition des Aequivalenz-Begriflfs wird die Aequivalenz: 

acsja' 

durch jede der beiden Gleichungen: 

tg a« — tg a'jt , R(a) — R (a) 

vollkommen ersetzt, und es charakterisirt sich also tg ajt als eine „analytische^^ 
und R(a) als eine „arithmetische" Invariante aller unter einander aequiva- 
lenten Grössen a. 

Mit R(a) ist hier, wie in meinen früheren Aufsätzen*), der Rest 
bezeichnet, welcher verbleibt, wenn man von der Grösse a die ihr zunächst 
benachbarte ganze Zahl subtrahirt; es ist daher R(a) die ihrem absoluten 

*) Sitzungsberichte 1884. XXIII. S. 520^. 

^) Beweis des Beciprocitätsgesetzes für die quadratischen Reste. Bd. II S. 497—522 dieser Aus- 
gabe von L, Kroneeker'B Werken. S. S. 500. H. 

L. Kroneok«T*s Wtrke UI. 15 
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Werthe nach kleinste von allen mit a aequivalenten Grössen, und sie soll 
durch die Ungleichheitsbedingung: 

-i^R(a)<i 

bestimmt werden, damit sie auch für den Fall, wo die Grösse a genau in 
der Mitte zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen liegt, unzweideutig 
definirt sei. 

Die Aequivalenz acoa kann in üblicher Weise an die Betrachtung 
einer „Form", nämlich an die der nicht homogenen, linearen Form x + a 
angeknüpft werden, indem man nur diejenigen durch die Transformation 
X'^x +h daraus entstehenden Formen als aequivalent bezeichnet, bei denen 
der Substitutionscoefficient h eine ganze Zahl ist. Die Form x + B,(a) ist 
alsdann offenbar die „Reducirte" unter den der Form x + a aequivalenten 
Formen. 

Nimmt man fttr a einen rationalen Bruch - , so ist tg — eine analy- 

tische, und R (-) eine arithmetische Invariante aller unter einander modtdo n 

congruenten Zahlen ky und die Congruenz k^k' (mod. n) ist durch eine oder 
die andere der beiden Gleichungen: 



•«^-»Bv. R©-B© 



vollkommen zu ersetzen.*) Hierauf gründen sich die Anwendungen, welche 
man in der Theorie der Congruenzen von der analytischen Function tga^r 
und von der arithmetischen Function R(a) machen kann. 

Da 3tU(a) als der absolut kleinste zu tga^ gehörige Bogen definirt 
werden kann, so wird hierdurch in gewisser Hinsicht eine analytische 



*) Sie ist auch durch die Aequivalenz der beiden Formen wo; + 1, nx -{-h zu 
ersetzen, und man erlangt so einen naturgemässen üebergang von dem in der ersten 
Section der Disqq. Arithm. aufgestellten Congruenzbegriff zu dem in der fünften Section 
benutzten Aequivalenzbegriff. 
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Bestumnung ftlr die arithmeüsche Function R(a) gegeben; aber das arith- 
metische Element eben dieser Bestimmung ist darin zu finden , dass jener 
Bogen als der absolut kleinste unter allen charakterisirt wird, oder dass, 
wenn der Bogenwerth aus der Integration hervorgehen soll, der Integrations- 
weg als der directe vorgeschrieben wird. Dass überdies R(a) — den Fall 
R(a) — — ^ ausgenommen — sich durch die unendliche Beihe: 

(«) _"JJ_i)m«n^ ^^^^ i^i^^iy^ (-±1.±«,±»....±«) 

ausdrücken lässt, hat keinerlei Bedeutung filr die Natur der Function B(a), 
da bekanntlich durch Grenzwerthe zahlentheoretische Functionen in mancherlei 
Weise dargestellt werden können. 



n. 

Bedeutet [a], wie bei Gauss, die der Grösse a zunächst liegende 
nicht grössere ganze Zahl, so ist [a + i] <lio der Grösse a überhaupt zunächst 
liegende, kleinere oder grössere, ganze Zahl, und es kann also die Gleichung: 

(SB) R(a)_a-[a + i] 

zur Definition von R(a) benutzt werden, wie es an der oben angefahrten 
Stelle in der That geschehen ist. 

Da R (a) positiv oder negativ ist, je nachdem a in der ersten oder in 
der zweiten Hälfte des von zwei benachbarten ganzen Zahlen begrenzten 
Intervalls liegt, so ist ftlr positive Grössen a: 

((£) sgn. R(a) — Bga.ll{i9 — «) ^-^« «.»..), 

wenn die Multiplication rechts wenigstens bis zu der Zahl g — [2a] erstreckt 
wird. Dabei bedeutet sgn. a das Vorzeichen der Grösse «, und die Formel (®) 
gilt auch noch far den Fall R(a)— 0, wenn sgn. = genommen wird. 
Aber der Fall R(a) — — ^ ist auszuschliessen, da alsdann das Product auf 
der rechten Seite gleich Null werden würde. 

16* 
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Aus der Definition der Function B(a) folgen unmittelbar ihre durch 
die Gleichungen: 

(S>) R(a) — R(a+1), R(a) + R(— a) — 

ausgedrückten Grundeigenschaften; doch ist auch hier in der zweiten Gleichung 
der Fall R (a) = — ^ auszuschliessen. Es folgt femer aus der Definition der 
Function R, dass fftr irgend welche Grössen a, 6, c, die der Aequivalenz: 

a + 6 + ccsjO 

genügen, die Gleichung: 

(ig) R(a) + R(6) + R((.) = - 1, 0, + 1 

besteht, und zwar so, dass der Werth — 1 eintritt, wenn die drei Reste links 
negativ, der Werth + 1, wenn sie positiv sind, und der Werth 0, wenn nicht 
alle drei Reste gleiches Vorzeichen haben. Die Gleichung (@) kann daher 
auch in folgender Form dargestellt werden: 

(@) R(a) + R(6) + R(c) = [i + i sgn. R(a) + i sgn. R(6) + \ sgn. R(c)], 

und da vermöge der Bedingung a + h + ccoO der Rest von c gleich dem 
negativen Werthe des Restes von a + h wird, so kann auch die Summe der 
drei Reste auf der linken Seite von (@) und (@) durch den Ausdruck: 

R(a) + R(6)-R(a + 6) 

ersetzt werden. Die Gleichung (@) ergiebt hiernach eine Bestimmung flr 
den Rest einer Summe zweier Grössen durch die Summe der beiden Reste. 

Nimmt man in (®) 6 — ^ — a, c = i, so kommt: 

R(a) + Ra-a) + Ra) = 0, -1, 

je nachdem R(a) positiv oder negativ ist. Denn R(i) ist negativ, und die 
beiden Reste B(a), R(i — a) haben stets gleiches Zeichen. Es resultirt also 
die Gleichung: 
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(e^O R(a) + R(i - a) — ^ sgn. R(a) = ^ sgn. R(i - ä) 

als ein Corollar der Gleichung (@). 

Sind Vy w irgend zwei positive reelle, zu einander reciproke Grössen, 
so lassen sich unendlich viele Paare ganzer Zahlen h, k so bestimmen, dass 
för dieselben die Beciprocitftts-Beziehung: 

besteht, d. h. dass zugleich h die der Grösse kv nächste ganze Zahl und k 
die der Grösse hw nächste ganze Zahl v^ird. Nimmt man nämlich, wenn 
v^l ist, für k eine beliebige und alsdann für h die der Grösse kv zunächst 
liegende ganze Zahl, so ist: 

Jev^h+ RQcv) 

und folglich, wenn auf beiden Seiten mit w multiplicirt und von der Gleichung 
VW = \ Gebrauch gemacht wird: 

A; = ÄU7 + wR(Äv). 

Da nun v^l also w-^l vorausgesetzt worden ist, so muss der absolute 
Werth von wR{kv) kleiner als \ und also k die der Grösse hw zunächst 
liegende ganze Zahl sein. Es wird hiemach: 

R(Au;)=. — t<;R(it;), 

und es findet also f&r jedes Paar positiver reeller Grössen v, w^ far welche 
VW = 1 ist, imd für ein zugehöriges Paar ganzer Zahlen Ä, k die Relation: 

statt. Diese Relation definirt selbst eine gewisse Reciprocitäts-Beziehung 
zwischen zwei Zahlen Ä, ä, von denen die eine willkürlich angenommen 
werden kann; sie kann also als eine ,fIteciprocitäts-Gleichung zwischen den 
Besten von zwei ganzen Vielfachen zweier recijproken Orössen^^ charakterisirt 
werden. 
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Setzt man hw — a, kv — 6, so stehen a, 6, ä, k mit einander in der 
durch die Gleichungen: 

a-R(a) — t, 6 — R(&) — Ä, (a — R(a))(6 - R(6)) — a6 

bezeichneten Verbindung, und die letzte dieser drei Gleichungen kann auch 
in der Form: 

(®) rJö + B(S) ~ "^ 

dargestellt werden. Geht man also von irgend zwei durch diese Gleichung (®) 
mit einander verbundenen Grössen a, h aus und bezeichnet mit j^, Ä; die 
beziehungsweise den beiden Grössen h, a zunächst benachbarten ganzen Zahlen, 
so ergiebt sich die Gleichung (5) als mit der Gleichung (®) aequivalent, wenn 

in (5) die beiden Grössen v, w beziehungsweise durch j, ^ ersetzt werden. 



IIL 

Ersetzt man jeden der Beste von a, h, c auf der linken Seite der 
Gleichung (@) oder (®) des Art. 11 durch die Sinus-Reihe (81) des Art I, so 
ergiebt sich, dass die Beihe: 



(§) ^ sin man sin mhx sin mex , 



mtmi 



wenn a + h + c gleich einer ganzen Zahl ist, stets einen der drei Werthe 
— J, 0, i hat, welcher durch: 

i [i + i sgn. tg a« + ^ sgn. tg 6« + ^ sgn. tg cn] 

dargestellt werden kann. Nimmt man 6 — i — «, c — i, so resultirt die 
bekannte Gleichung: 

(§^) JS ^^^l^' ~ i sgn. R(a) n= J sgn. tg an (^-i. ». 6, ... <.). 
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Wenn man in der Relation {%) die Sinus-Reihe (SQ einsetzt, so 
kommt: 

^ (ni^dy^ I sin 2mhwx + | V^ | sin 2mJcv%) = 0, 



m=»l 



WO vw^l und Ä — [Äv + i] , ik = [hw + ^] ist. 

Bedeuten w, n zwei ungrade Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so 
folgt aus der Gleichung {^^), dass 

JS 8gn. R {-^) (*- 1, t, . . . ^(m- D) 

durch die Reihe 

dargestellt werden kann. Zerlegt man diese Reihe in ^ (m — 1) Partialreihen, 
indem man 

v — m(2r+l) + 2Ä 

setzt und alsdann r alle ganzzahligen Werthe von — oo his +00, aber h 
nur die Werthe von 1 bis ^ (m — 1) durchlaufen lasst, so erhalt man nach 
Ausführung der Summation in Beziehung auf r die bemerkens werthe Gleichung: 

m 2 sgn. R i^i) - i -2- tg *^ tg '-^ (*-. i(.-x,) , 

welche sich durch die angegebene Herleitung als ein CoroUar der Gleichung (^°) 
erweist. 
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IV. 

Für zwei beliebige ungrade Zahlen m, n ohne gemeinsamen Theiler 
besteht eine Reciprocitäts-Beziehung, welche ebensowohl durch die Formel: 

(«) .g../rBC^)/rB(^)-(-i)t'"-'"-'' Cl:::j;:::;) 

als durch die Formel: 

(ft') i^(l-8gn.R(^))+i^(l-8gD.R(^)) = i(m-l)(n-l) (mod. 2) 

dargestellt und auch so ausgedrackt werden kann, dass die Anzahl der 
negativen Werthe von: 

sgn. R (^) , sgn. R (^) (*-i. «, . . . i(m-i); t-i, 2, . . . ic—i» 

nur im Falle w ^ n = — 1 (mod. 4) ungrade, sonst aber stets grade ist. Diese 
Beciprodtftts-Beziehung soll hier auf drei verschiedene Weisen aus den im 
Art n angegebenen Eigenschaften der Reste reeller Grössen hergeleitet 
werden. 

Erstens folgt aus der Gleichung (®) des Art. 11 , wenn darin ab- 
gesetzt und die Multiplication bis ^f — n — 1 erstreckt wird: 

sgn. R (^) = sgn. JJ [\g — -^) 0^=1, 2, . . . n-iy . 

Werden nun rechts die graden und die imgraden Werthe von g gesondert 
und die einen mit 2k, die anderen mit n — 2k bezeichnet, so konmoit: 
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Ebenso wird: 

Bgo. R (*^) = sgn. n{l -^){l + l- g (-.. V . . i(»-«) , 

und mit Hülfe dieser Ausdrücke ftlr sgn. R (-^) und sgn. R (-^) Iftsst sich 
die Formel (ß) unmittelbar erschliessen. 



Zweitens folgt aus den Gleichungen (2)) des Art. ü, dass: 

2 sgn. R (I) R (J) — fr-i. «. . .. i(«i.-i)) 

ist. Denn wenn man die Summation auf alle mn Werthe von ^f — — ^(mn — 1) 
bis 5f — ^(wn — 1) erstreckt, so verdoppelt sich der Werth der Summe; da 
aber dann g die sammtlichen Werthe eines Restensystems moduio mn durch- 
lauft, so kann 

gm^hn + hm (*-±l, ±«. ... ±i(m-i); t-±i, ±1, ... ±i(»i-i)) 

genommen werden, und jene Summe wird dann gleich dem Product von 
zwei Summen: 

(A-+1, +«,... ±i(m-l)i »=±1. ±«, . . . ±i(«-l)) , 

deren jede offenbar gleich Null ist 

Ebenso folgt femer aus den Gleichungen (^) des Art. II, dass: 

^8gll.R(^ — i(m— 1) (^-l,l....i(m»-l)) 



ist. Denn für die ersten \(m — 1) Werthe von g ist R(^ offenbar positiv, 
während für je zwei von den folgenden, \(m + l) +r und ^ {mn — 1) — r, 

B (=i-±lr) + B (=^L-r) _ E (i + liJr) + B (- i - 4^) - 

L. Kroneokeift Werkt m. 16 
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wird. Ebenso ist natürlich: 

^8gn.R(|) — ^(n- 1) (p-i,i,...i(m«-i)), 

9 

und also: 
^(l--8gn.R(^)(l-8gD.R(|))-Kmn-l)-Km-l)-Kn-l)-i(m- 

(p-l, t,...^(mii-l)). 

Jedes derjenigen Glieder der Summe auf der linken Seite, ftlr welches g nicht 
durch m oder n theilbar ist, hat entweder den Werth Vier oder den Werth 
Nrül. Lässt man alle diese Glieder weg, so bleiben nur diejenigen übrig, 
für welche: 

g^hn oder ^ — tm (*-i, t,...^(m-i)i»-i, i, ...|(n-i)) 

ist, und es resultirt daher die mit der Formel (ß) gleichbedeutende Con- 
gruenz: 

^(l-8gn.R(^)) + ^(l-.8gn.K(^)) = i(m-l)(n-l^ (mod.4). 

Drittens lässt sich mit Hülfe der Gleichungen (®) und (%) des Art. 11 
darthun, dass die Anzahl der negativen Werthe von: 

8gn. R(^), 8gn. R(^) (A-1. t, ... i(m-l); *-l. t, ... i(»-l)> 

nur für w = n ^ — 1 (mod. 4) ungrade, sonst aber stets grade ist. 

Wird nämlich, unter der von* nun an zu machenden Voraussetzung: 
w<w, in der Gleichung (@): 

gesetzt, und wird hierbei für k irgend eine der Zahlen 1, 2, ... ^(w — 1)^ 
woflr: 
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ist, und alsdann far Td die durch die Gleichung: 
mit h verbundene Zahl genommen, so kommt: 

Wird femer in der allgemeinen Reciprocitäts-Qleichung (5) ^""^^ ^ — ^ 
gesetzt, so resultirt die speciellere: 

(S) «b(^) + „e(^)-o, 

durch welche mit jeder Zahl ä — 1, 2, • . . i^(m — 1) je eine bestimmte von 
den Zahlen ä? = 1, 2, ... ^ (n — 1) verbunden wird. Aus dieser Reciprocitats- 
Gleichung erhellt, dass ftlr je zwei mit einander verbundene Zahlen ä, ä; die 

Reste: R(-~)> ^\~^ entgegengesetztes Vorzeichen haben, und dass die 
Reste R(-^), welche Resten R (-—) entsprechen, alle diejenigen unt,er den 
Resten von ^, ^, ^, . . . ^"^ T/^** sind, deren absoluter Werth kleiner als 

— ist. Jedem solchen positiven Reste R (— j entspricht aber, wie die Gleichung 
(®') ftlr e -=• + 1 zeigt, je einer der negativen Reste R (^) , die kleiner als 

— 4 + ^ sind, während alle anderen negativen Reste, die also zwischen 
und — i + ^ liegen, gemäss eben derselben Gleichung ((£') ftlr a — + 1 ein- 
ander paarweise durch die Relation: fc + fc'— ^(n + 1) zugeordnet werden 
können. Dabei werden nur in dem Falle, wo h den Werth ^(n + 1) haben 
kann, zwei einander entsprechende Zahlen h^ Tc mit einander identisch; und 

dies tritt nur ein, wenn t (n + 1) ganz und dabei R \ ^^ ) negativ, also 
auch w ^ — 1 (mod. 4) ist. Es zeigt sich also mit Hülfe der Redprocitats- 
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Gleichung (%') und der Gleichung (®') ftlr «-= + 1, dass sich je zwei von 
allen negativen Besten: 

einander zuordnen lassen, dass dabei nur in dem Falle m^n^ — 1 (mod. 4) 
der eine negative Rest ß (^^^r^) übrig bleibt, und dass also in der That 
nur in diesem Falle die Anzahl jener negativen Beste ungrade ist. 

Eben dasselbe Besultat lässt sich aber auch aus der Beciprocitftts- 
Gleichung (5') in Verbindung mit der Gleichung (®') ftlr e = — 1 erschliessen. 
Denn gemäss der Beciprocitäts-Gleichung (5') beträgt die Anzahl aller nega- 
tiven Beste B (^) und derjenigen negativen Beste B (-—) , deren absoluter 
Werth kleiner als ^ ist, zusammen genau ^(w — 1), während je zwei der 
übrigen negativen Beste b(-^) gemäss der Gleichung (®') ftlr a«= — 1 ein- 
ander paarweise mittels der Belation: Ä; + Ä;'=^(n — 1) zugeordnet werden 
können. Dabei werden nur in dem Falle, wo Je den Werth 1 (n — 1) haben 
kann, zwei einander entsprechende Zahlen k, Je mit einander identisch; und 

dies tritt nur ein, wenn {(n — 1) ganz und dabei R \ 4~ ) ^^g^t^v, also 
w^ — 1 (mod. 4) ist. Die Gesammtanzahl der negativen Beste: 

r(^), R("7r) (A-i.«....i(m-i);»=i,»,...i(«-i)) 

übersteigt also die Zahl ^(w — 1) nur in dem Falle: m=i — n= — 1 (mod, 4) 
um eine ungrade Zahl, und sie selbst ist daher nur dann ungrade, wenn 
in ^ n = — 1 (mod, 4) ist. 



V. 
Sind m und n Primzahlen, so ist gemäss dem Gattös'schen Lemma: 
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WO (^) , (^) die Legendre'&chen Zeichen sind. Die drei Herleitungsweisen der 
zwischen den Zeichen: 



.g-/rB(5,-), .ga/7B© C:tl:::jn) 



bestehenden Reciprocitftts-Beziehung , welche im Art IV auseinandergesetzt 
worden sind, können darnach als drei verschiedene Beweismethoden des 
Reciprocitfttsgesetzes fQr quadratische Reste angesehen werden. Doch gehören 
diese drei Beweismethoden einer und derselben, durch die Anwendung des 
Gattss'schen Lemma charakterisirten Kategorie von Reciprocitfttsgesetz-Beweisen 
an. Ihre Unterschiede treten in den Entwickelungen des Art. IV deutlich 
darin hervor, dass in jeder der drei Methoden von anderen Fundamental- 
Eigenschaften der Reste reeller Grössen Gebrauch gemacht wird. 

Die erste, in formaler Hinsicht einfachste, stützt sich nur auf die 
Gleichung (6)) des Art. II; sie findet sich, wenn auch etwas modificirt, schon 
in meiner Mittheilung vom 7. Februar v. J.*) und sie ist als eine Verein- 
fiichung des dritten Gawss'schen Beweises zu betrachten.**) 

Der zweite ist die sachlich einfachste Beweismethode, weil dabei nur 
die nächstliegenden, unmittelbar evidenten Eigenschaften der Reste reeller 
Grössen, nämlich: 

(S)) R(a) — R(a+1), n(a) R(- a) 

benutzt werden; sie ist nichts Anderes als der fünfte Gatiss'sche Beweis in 
einer mit Hülfe des Zeichens R vereinfiichten Darstellung. 

Die dritte der im Art. IV gegebenen Beweismethoden unterscheidet 
sich principiell von den beiden ersten dadurch, dass dabei eine zwischen zwei 

Resten R(-~), ß(^) ^^^^ bestehende Reciprocitftts-Gleichung, die Gleichung 

*) Sitzungsberichte 1884. XXIII. S. 522 *). 
**) Vgl. Sitzungsberichte 1884. XXIX. S. 645*). 

>) Bd. II S. 608 dieser Ansgabe. H. 

^ fid. II S. 621 dieser Ausgabe. H. 
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(f5) des Art. II zu Grunde gelegt wird. Es kommt zwar ausserdem noch die 
Gleichung (®) zur Anwendung; aber diese ist von analoger Beschaffenheit wie 
die bei der zweiten Beweismethode benutzten Gleichungen (S)). 

Diese dritte Beweismethode ist nun nichts Anderes als jene ZeKer'sche, 
welche ich im December 1872 der Akademie mitgetheilt imd im betreflfenden 
Monatsbericht veröffentlicht habe^); aber sie ist hier im Art. IV unter An- 
wendung des Zeichens K entwickelt, und es zeigt sich dabei ihr eigentliches 
Fundament eben darin, dass, wenn m<n angenommen wird, zuvörderst von 

— j diejenigen herausgehoben werden, welche mit den ver- 
schiedenen Besten B(-^) durch die Beciprocitäts-Gleichung: 

verbunden sind. Erst dann werden die übrigen Beste B(-^) imter einander 

paarweise verbunden, und es wird deren Grösse und Vorzeichen mit Hülfe 
der Gleichung (®') bestimmt. 

Auf eben demselben Fundament wie der ZeUer'aohe ruht auch der 1879 
von Hrn. Petersen im zweiten Bande des American Journal of Mathematics 
S. 285 veröffentlichte Beweis des Beciprocitfttsgesetzes, und die wesentliche 
Uebereinstimmung beider Beweise tritt unmittelbar hervor, wenn man in den 
a. a. 0. mit (1), (2) bezeichneten Petersen^&chen Gleichungen die Zahlen a, b 
beziehungsweise durch p, q und femer: 

m, n, r, 

in (1) durch: — ä + ^(p + sgo. r), — * + i(2 — 1), 2r — gsgn. r 

in (2) durch: ä, * — i + isgn-»*, — 2r+j)8gii. r 

ersetzt. Alsdann werden nämlich die beiden Petersen' sehen Gleichungen mit 
der Gleichung: hq — kp = r, von welcher die Zdler'aohe Entwickelung aus- 
geht, identisch und die einzige Modification der von Hm. Petersen daran 

^) MonaUberiohte der Akademie der Wissensohaften sa Berlin t. J. 1872, 8. 846—847. H. 
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geknüpften weiteren Deduction*) läset sich dadurch bezeichnen, dass diese 
zu der oben in der dritten Beweismethode fOr a — + 1 dargelegten Best- 
gruppirung, die ZeUer'&ohe aber zu derjenigen Qruppirung fährt, die dem 
Werthe a =» — 1 entspricht. 

Die Zurückftlhrung auf die verschiedenen Fundamental-Eigenschaften 
der Beste reeller Grössen gewährt also eine neue und vollständige Einsicht 
in die gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen, auf dem Gauss^ &chen 
Lemma fiissenden Beciprocitätsgesetz-Be weise; und eine solche Aufklärung 
zu erlangen, war der eigentliche Zweck meiner hier mitgetheilten Unter- 
suchungen. 



VI. 

Eine Function 6(m, n) zweier positiver oder negativer ungrader 
Zahlen w, n, die keinen gemeinsamen Theiler haben, wird durch die Be- 
dingungen: 

e(m, n) = e(m + 2n, n), 
(2) 

abgesehen von einem constanten Factor, vollständig bestimmt. Denn, wenn 
man, wie im Art. VI meines oben citirten, im Sitzungsbericht vom 1. Mai 1884 
abgedruckten Aufsatzes*), von zwei (positiven oder negativen) ungraden Zahlen 
n^f n^ ausgehend, eine Beihe von Zahlen n^, w^, n,, . . • • n^ derart bildet, 
dass zwischen ihnen die Gleichungen: 

n^ — 2r^n^ + n, = 0, w^ — 2r,n, + n, = 0, . . . . n,., — ^r^^^n^^^ + w, — 

bestehen, in denen ^i> ^j, ••• ^<.i positive oder negative ganze Zahlen sind, so ist: 

*) Diese weitere Dednction kann übrigens durch die wesentlich einfachere, welche 
ich in den letzten Zeilen von S. 336 des Monatsberichts von 1876 gegeben habe^), ersetzt 
werden, da die Erklärung des Legendre^aehen Zeichens, von welcher Hr. Petersen ausgeht, 
genau mit der a. a. 0. von mir benutzten übereinstimmt. 

Bd. II S. 18 dieser Ausgabe. H. 

*) Band II. S. 618flgde dieser Ausgabe. H. 
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wenn 6^ die Zahl: 

(^-1 - 1) K + 1) — (sgi^ »*-i — 1) (8g°- ^k + 1) 

bedeutet, und es wird daher ö(— n^, nj gleich e(— n^, n^_i), multiplicirb mit 
einer durch die Zahlen n genau bestimmten Potenz von —1. Da femer, 
wenn %, n^ als relative Primzahlen vorausgesetzt werden, w, -= + 1 an- 
genommen werden kann, so folgt aus den Gleichungen (S), dass: 

e(-n„n,.,)-± 0(1,1) 

wird. Der Quotient: 

^(fn, n) 
6(1, 1) 

ist daher durch die Gleichungen (ß) vollständig bestimmt. 

Das Beciprocitätsgesetz fdr quadratische Beste kann also — und es 
erscheint mir dies von besonderem Interesse — in der Weise bewiesen werden, 
dass die üebereinstimmung jenes Quotienten mit dem Jacobi'Legendre'sQhen 

Zeichen (^) dargethan wird. Hierzu bedarf es einzig und allein des Nach- 
weises, dass fttr die durch die Gleichungen (S) definirte Function e(m, n) der 
Multiplicationssatz : 

(3») e{l, n)d{m, n) ~e(lm, n) 6(1, 1) 

besteht; denn wie mit Benutzung dieses Satzes und der Gleichungen (ß) 
gefolgert werden kann, dass in der That: 

eKn)-(j)e(i,i) 

sein muss, habe ich bereits im § 3 meines im Monatsbericht vom Juni 1876 
abgedruckten Aufsatzes ausführlich entwickelt Es ist mir aber bis jetzt 

1) Band II S. 19—28 dieser Aasgabe. H. 
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noch nicht gelangen, den Multiplicationssatz (^Jl) unmittelbar aus den 
Definitions-Gleichungen (ß) abzuleiten. Mittelbar ergiebt sich derselbe durch 
den im Art. IV auf drei verschiedene Arten geführten Nachweis, dass die 
durch die Gleichung: 



e (m, n) - e (1, 1) . sgn. JjR (^) (*-i, s, . . . ic-i» 



bestimmte Function der zweiten der Definitions-Gleichungen (S) genügt. 
Es ist nämlich an sich klar, dass sie auch der ersten genügt, und der Multi- 
plicationssatz folgt dann aus der Relation: 

R(^).8gn.R(^) = Rf-^) (*,*'-!,,.... K«-i,), 

welche offenbar besteht, wenn die Zahlen k, Ic mit einander durch die 
Gongruenz: 

mTc ^ + i (mod. n) 
verbunden sind. 

An Stelle der Gleichungen (ß) kann man auch diejenigen zu Grunde 
legen, welche logö(m, n) definiren. Man wird alsdann auf die Bestimmung: 

log e (m, n) - log 6 (1, 1) + \ni ^ (l - sgn. R (~)) 

geführt, da offenbar einer der Werthe von: 

log sgn. n R (^) oder log (^) (*-i, «, . . . i (-D) 

durch: 

\ %i2 (l - sgn. R (^)) (*-!. «. . . . i (-1)) 

L. Kroneoker's Werke IIL 17 
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dargestellt wird, und es mag dabei schliesslich noch die bemerkenswerthe 
Relation: 

|-?">8fö-i»(«-l)-^'8T'8'" 

für den Logarithmus des Legendre'&ohen Zeichens hervorgehoben werden, 
welche sich aus der Gleichung (^') des Art. IQ ergiebt. 



m , 

Am Schlüsse des art. VI habe ich die Logarithmen der Vorzeichen- 
werthe von: 

R(^) (*=I. 2.... i (»-!)) 

fQr die Darstellung des Logarithmus des Legendre'schen Zeichens verwendet 
Diese Benutzung der Logarithmen beruht auf der Congruenz: 

(91) — . (loga — log|a|) = — .logsgn,a = i(l — 8gn.a) (mod 2), 

welche offenbar för jede reelle Grösse a und fQr jeden der verschiedenen 
Werthe der Logarithmen Geltung hat, sowie auf der allgemeineren Con- 
gruenz: 

(91') ^i log sgn. /7 a^ = i ^ (1 — sgn. a^) (mod 2) (r=i. t. s. . . .) , 

welche aus jener unmittelbar folgt. 

Die zweite der beiden Formeln, durch welche sich im art IV die 
zwischen zwei Zahlen m, n bestehende Reciprocitats-Beziehung ausgedrückt 
findet^ nämlich die Formel: 
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(«') 5^(l-8gn. R(^)) + i^(l_8gn.R(^)) = i(m-l)(n-l) (mod2) 

(A = l, 2,... J(m-l);t=l,J,...i («-!)), 

deren Herleitung — wie im art. V erwähnt worden — den wesentlichen 
Inhalt des fünften G^awss'schen Beweises bildet, erweist sich hiernach als völlig 
übereinstimmend mit der Oongruenz: 

(^ ijlog8gn./ZR(^)j7R(^) = J(m-l)(»-l) (mod2) 

welche nur eine logarithmische Umgestaltung der ersten jener beiden Formeln 
des art. IV, nämlich der dort mit (Ä) bezeichneten Gleichung, ist. Da nun 
in der Herleitung eben dieser Gleichung (Ä) — wie im art. V erwähnt wor- 
den — das Charakteristische des dritten G^awss'schen Beweises besteht, so 
enthüllt sich hiermit in überraschender Weise die eigentliche innere Be- 
ziehung jener beiden, von demselben Lemma ausgehenden G^awss'schen Beweis- 
methoden und auch der wahre Grund dafür, dass die letztere der beiden 
Methoden sich bei der obigen Analyse (vergl. art. V) als die sachlich ein- 
fachste erwiesen hat. Indem nämlich beim üebergang zu den Logarithmen 
die Productformel (Ä) sich auf eine Additionsformel (Ä') reducirt, können 
sich auch die zur Verification dienenden Mittel entsprechend vereinfechen. 

Will man, auf eine solche Vereinfachung verzichtend, sich genau der- 
selben Mittel ftlr die Verification der Formel (Ä) bedienen, welche zum 
Beweise der Formel (Ä) angewendet werden, so bat man nur in jeder ein- 
zelnen Gleichung, die im art. IV bei der Herleitung der Productformel (Ä) 
vorkommt, den üebergang zu den Logarithmen zu machen. Auf diese Weise 
resultirt aus der Gleichung (®) des art. II, mit Hülfe der Congruenz (91'), 
die Formel: 

(0) ^. log8gn.R(a) = i^(l~8gii.(i(7 — a)) (mod 2) c^-i. «.»,...), 

in welcher die Summation rechts wenigstens bis zu der Zahl ^ — [2 a] zu 

17* 
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erstrecken ist. Gemäss dieser Formel, welche sich auch leicht direct veri- 
ficiren lasst, ist: 



± log sgn. R (^) ^ i^ (l - sgn. (^ - A)) („,od. 2) 



(^=1, S,...«-!). 



Werden nun, wie im art. IV, die graden und die ungraden Werthe von g 
gesondert, die einen mit 2k, die anderen mit n — 2k bezeichnet, und die 
Glieder mit graden Werthen von g negativ genommen, so kommt: 

(^) J,,og8gn.R(^) = i^Bgn.(A + A-l)_l^sgn.(A_l) („>od 2) 

(*=1,2,...|(«-1)). 

Ebenso wird: 

(D) i.logsgn.R(^)^i^8gn.(A + l-l)_|^sgn.(l-A) (mod 2) 

(A-1, «....^(m-l)). 

und durch Addition der Formeln (^) und (O) entsteht die Oongruenz: 
5llog8gn.J7R(^)j7R(^) = j|8gn.(A + l_|)^Hm-l)(»-l) (mod 2) 

(A-1, Ä,...i(m-l)j 4=1, S....^(«-l)), 

durch welche offenbar das Reciprocitatsgesetz für die quadratischen Beste 
ausgedrückt wird. Dieses ergiebt sich also hier durch eine Jogarithmische 
Umgestaltung'* des dritten Gawss'schen Beweises. Denn ebenso wie es bei 
diesem dritten Beweise unmittelbar aus der Formel: 

ago. R [^) = sgr.. /7(i - 4) (i + I - i) (-''«••.. 4(.-«> 
resultirt (vergl. art. IV), so folgt es hier aus der Congruenz: 
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ilog.g.R(i=)^l^.g.(i + i-D-l^,g.(A_A) („,a2) 

(*-l,2,...i(«-l)), 

welche oben mit (^) bezeichnet ist 

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Congruenz stellt den Ueber- 
schuss der Anzahl der positiven Werthe von: 

über die Anzahl der positiven Werthe von: 

— — — (»-i,»,...i(— D) 

dar. Die erstere Anzahl wird offenbar durch die dem Bruche — zunächst 
liegende ganze Zahl, die letztere aber durch die Zahl [— J gegeben; jener 
üeberschuss ist also gleich: 

|(I-^B(^)) 

und also, gemäss der Relation (91), in der That dem Werthe von: 

llog8gn.R(^) 

nach dem Modul 2 congruent. Die Congruenz (^) ist hiermit direct arith- 
metisch erwiesen. 



Ein Beweis des Reciprocitätsgesetzes, welcher von Hrn. A. Genocchi 
schon im November 1852 der Brüsseler Akademie überreicht, bald darauf in 
deren Abhandlungen publicirt und neulich wieder in Erinnerung gebracht 
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worden ist"*"), geht davon aus, dass der üeberschuss der Anzahl der positiven 
Werthe von: 

über die AnzaM der positiven Werthe von: 

A._i. (t-i.t,...4(,-i)) 

gleich § (l — sgn. K (^) j ist. Es wird dies a. a. 0. nachgewiesen und die 
obige Congruenz (Ä) daraus erschlossen. 

Um diesen Genocchi'schen Beweis zu analysiren, bemerke ich zuvörderst, 
dass für positive Werthe von :^ + — — ^ + ^hz offenbar auch — + — — 5 
positiv ist. Jene Grundlage des G^nocc^e'schen Beweises kann also durch die 
Formel: 

(«) 1 (1 - .g. E (^)) - l^.g.. (A + i - 1) - . ^,p,. (A _ ±) 

(*-l.S,... 1(1-1)), 

ausgedrückt werden, welche am Schlüsse des art. Vü auf kürzestem Wege 
hergeleitet worden ist, und aus welcher sich die oben mit (Ä') bezeichnete 
Congruenz: 

l^(l-8gn.R(^)) + i^(l-8gn.R(^)) = i(m^ (mod 2) 

(A=»l, S....|(»n-1)}*-1, S,...i(n-1)) 

immittelbar ergiebt Für den Modul 2 sind aber die Werbhe von: 

i(i-'8»B(S)). hx-^-^^CS) 

'^) Comptes Rendas des S^ances de rAcad^mie des Sciences, Tome 90, p. 300, 
S^ance du 16 f^yrier 1880; Tome 101, p. 425, S^ance du 10 aoüt 1885. 
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einander congruent; die Genocchi'sohe Beweismethode kommt daher mit jener, 
welche im art. VII entwickelt worden ist, völlig überein, und sie ist daher 
selbst als eine „logarithmische Umgestaltung^^ des dritten Gatiss^Bchen Be- 
weises zu charakterisiren. 

Da für den Beweis des Reciprocitatsgesetzes nur der nach dem Modul 2 

genommene Congruenzwerth von i (l — &&^ ß (-^)) ^^ Betracht kommt, so 

kann die Grundlage des Genocchi'Bchen Beweises — ebenso wie durch die 
Gleichung (91) — auch durch die Congruenz: 

m i.logsgn.R(^*) = 1^8gn.(A + l_^)_i^sgn.(A-A) (mod 2) 

dargestellt werden. Diese Congruenz resultirt aber unmittelbar aus den 
Msenstein'schen Ent Wickelungen, wenn man in der daraus hervorgehenden 
Gleichung*): 

^ /hn\ %hnn rr f • 2*« . 2hn\ 

sgn. B {-) - 8gD. sin ^^j- = sgn. //(sin — - sm — j 

(*=i, f,...i(ii-i)) 

jeden Factor: 

. 2h% . 2hn 

gm sm — 

n m 

durch das Product: 

ersetzt imd alsdann zu den Logarithmen übergeht Doch hat, wie ich hinzu- 
fügen muss, Hr. Genocchi die Grundlage seines Beweises keineswegs den 
Eisenstein'schen Entwickelungen entnommen, sondern unabhängig von diesen — 



"") Journal für Mathematik Bd. 29, S. 178 und 179. 
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die ihm zur Zeit der Redaction seiner Abhandlung noch unbekannt waren*) — 
auf rein arithmetischem Wege selbständig gefunden. 

Ich bemerke noch, dass mich K Stern auf eine Formel aufmerksam 
gemacht hat, welche er im 59. Bande des Journals für Mathematik (S. 154, 
letzte Zeile) hergeleitet hat, und welche in dem speciellen Falle, wo n Prim- 
zahl ist, mit der am Schlüsse des art VI hervorgehobenen Formel genau 
übereinstimmt. 



*) Yergl. den Schlnss der Genocchi^Bchen Mittheilung in den Comptes Bendus 
Tom 10. August 1885. 
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BEWEIS DES RECIPROCITÄTSGESETZES FÜR DIE 
QUADRATISCHEN RESTE. 



Bei „logarithmischer Umgestaltung*' der Deduction, welche ich im 
96*^ Bande dieses Journals (S. 348^) gegeben habe, gelangt man in fast 
ebenso einfiwjher Weise zu der Reciprocitätsgleichung: 

Hierin bedeuten m und n ungrade Zahlen, und die Zeichen (~) , (~) werden, 

wenn, wie in meinen früheren Aufsätzen, mit sgn. a die mit dem Vorzeichen 
von a genommene Einheit und mit B{a) der kleinste Rest von a bezeichnet 
wird, durch die Gleichungen definirt: 

w (=)-^J7b(^), a)-.6-/rBfö) C-t::}!:-). 

Für jede der ZaMen Ä •= 1, 2, ... i (m — 1) ist: 

(*-l, 2,...i(«-l)) 

Denn in der ersten Gleichung giebt der Ausdruck auf jeder der beiden Seiten 
die Anzahl der Zahlen i(n + l) — ä an, welche kleiner als — + i sind, 

^) Beweis des BeciprocüAtsgeseties für die quadratischen Beste. Bd. II S. 623—627 dieser Aas- 
gabe von Xr. Kranecker'a Werken. H. 

18* 
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Während durch die Ausdrücke auf beiden Seiten der zweiten Gleichung die 
Anzahl derjenigen Zahlen k dargestellt wird^ die kleiner als — sind. Femer 
ist offenbar: 

[^ + i]-[^^-*(l-8-«(^))-is'»8•«»•B(^") ("«^-2)! 
die Gleichungen (C.) führen daher zu der Congruenz: 

(D.) ^^8gn.(A + ±_j)-^^8giL(A-±) = ljog9gn.B(^^ (med. 2) 

(*=i. t,...^(«-i)), 

und aus dieser resultirt mit Hülfe der Gleichungen (B.) die folgende: 
iE.) iJ»g„.(A + A_j)_^J.g„.(*_*)^i.,og(^) (mod.2) 

(A=l,t,...|(«-l);*=l,t,...i(«-D), 

deren unmittelbare Folge die Congruenz: 

{F.) ±.iog(^) + i.. log (i) = (m- !)(,•- 1) (moA2), 

und also auch die Beciprocitätsgleichung: 

(=)(s) -(-')"-"■-" 

ist Denn wenn man in der Congruenz (E.) m mit n und A mit k vertauscht, 
so kommt: 

(B.) i^sgn.(A + l_i)_^^sgn.(|-A)^l.,og(^) („od. 2), 
und die Verbindung der Congruenzen (-El) und (-B'.) ergiebt, dass: 
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i,,og(^)_.i-.,og(^)^jBgn.(A_l) („od.2) 



(A-1, «. ...|(m-l)i *=-l, t,...|(ii-l)) 



ist. Es bedarf daher nur noch der Bemerkung, dass jedes emzehie von 
den i (m — 1) (n — 1) Gliedern der Summen auf der rechten Seite modtUo 2 
congruent 1 ist, um die Richtigkeit der Congruenz (jP.) zu begründen. 



In einem auf S. 109—111 des 12. Randes der Acta Mathematica ab- 
gedruckten Aufsatze des Herrn Jacob Hacks^) ist die oben in den Gleichungen 
(C.) dargelegte, schon von Oenocchi erkannte Bedeutung der Zahlen*): 

[if + i] and [^] 

nicht bemerkt. Diese Bedeutung setzt aber die Relationen, deren Nachweis 
jener Aufsatz gewidmet ist, und welche in den hier gebrauchten Zeichen 
folgendermassen lauten: 

2[^ + i]-2[!^ + il ^K] + ^[^]-*(— DO-») 

(A=l,t,...i(m-1);*=-1, t,...i(»-l)) 

unmittelbar in Evidenz und macht daher die ganze dortige Beweisführung 
entbehrlich. 

In dem oben formulirten Reciprocitätsgesetzbeweise hat man — wie 
im art. VII meiner im Titel angeführten Arbeit: „Die absolut kleinsten Reste 

*) Vergl. auch den Schluss yon art YII meiner Mittheilung im Stück XLVIII 
der Sitzungsberichte der Berliner Akademie von 1885'). 

^) J. Hacks^ Scherings Beweis des Beciprocitätsgesetzes fBr die quadratischen Beste dar- 
gestellt mit Hfilfe des Zeichens [x]. H. 
*) Bd. m S. 188 dieser Aasgabe. H. 
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reeller Grössen^' näher ansgefialirt ist — nur eine logarithmische Umgestaltung 
des dritten Ocmss'Qchen Beweises zu sehen. Dasselbe gilt von dem fOnften 
Gau^'schen^ von dem Oenocchi'schea*) und dem damit übereinkommenden 
Schering'Bchßn Beweise, an welchen der oben erwähnte Aufisatz des Herrn 
Hacks anknflpft 

Ber Ausgangspunkt der GenocchVschen Entwickelung lässt sich mittels 
der hier gebrauchten Bezeichnungen durch die Gleichung: 

(G.) i(l_agn.i?(^*))-i^(l+agn.(A + ±_^))_4^(l + .g„.(l-l)) 

darstellen, während die Ausführungen des Herrn Schering darauf basiren, dass 
für x^O: 

Cm-l,t,8,...toliif.) 

ist. Diese letztere Gleichung ist freilich allgemeiner als die erstere (O.), sie 

findet aber in der iSbAmn^schen Deduction**) nur für a; — — Anwendung, 

und hierftlr stimmt sie mit der Genocchfachen Gleichung genau überein. Um 

dies zu erkennen, braucht man nur die Summationen in der Gleichung (H.) 

auf die positiven Zahlen Je, Je, die kleiner als ^n sind, zu beschränken und 
den Summationsbuchstaben Je durch \(n + l) — Je zu ersetzen. 

Ich bin auf den Beweis, welchen Genocchi im art. XIH seiner im Jahre 
1852 der Akademie zu Brüssel eingesandten und bald darauf dort preis- 
gekrönten und publicirten Arbeit gegeben hat, erst im Anfange des Jahres 



'*') Vgl art Vin meiner Mittheilong im Stück XLYIII der Sitzungsberichte 
von 18850. 

**) Vgl. die mit [1] bezeichnete Gleichung auf S. 220 der Nachrichten der König- 
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen yon 1879. 

I) Band III S. 188flgde. dieser Aasgabe. H. 
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1881 durch eine von ihm selbst erhaltene briefliche Mittheilung aufmerksam 
geworden*). Indessen hatte Oenocchi schon in den Comptes Bendus der 
Pariser Akademie vom 16. Februar 1880 eine Notiz darüber veröflFentlicht. 
Bis dahin scheint aber sein Beweis einem grossen Theile des mathematischen 
Publikums unbekannt geblieben zu sein; wenigstens haben wir beide, Herr 
Schering und ich, ihn in den verbreitetsten Werken und Zeitschriften nirgends 
erwähnt gefunden. Um ihn nunmehr in der ursprünglichen Darstellung 
allgemeiner zuganglich zu machen, habe ich auf den vorhergehenden Seiten 
den ersten Theil des art. XIII der erwähnten öenoccÄi'schen Preisschrift ab- 
drucken lassen 0- 



*) In demselben Briefe lenkte Genocchi meine Aufmerksamkeit auf einen yon 
Sckaar in den Schriften der BrQsseler Akademie veröffentlichten Beweis, der mir ebenfalls 
entgangen ist, mit folgenden Worten: 

„Mais entre toutes les d^monstrations de la loi de r^ciprocit^, celle que yous ayez 
publice en 1876 (Monatsberichte p. 331 ') est surtont remarquable parce qu'elle se ren- 
ferme dans le champ des r^sidus quadratiques, comme la premifere de Gauss et n'empnmte 
rien ä la th^orie des r^sidos des puissances sup^rieares. Toutefois les produits que yons 
consid^rez sont ii-peu-pr^s les mSmes que M. Schaar ayait introdaits dfes 1847 dans la 
d^monstration de la loi de r^ciprocit^ (Bulletin de TAcad^mie de Belgique, I S^rie, 
Tome XIY, Partie I, p. 79—83) sans pouYoir la rendre ind^pendante de Tart 106 des 



^) Premiere partie da cbapitre XIII de la Note sor la th^orie des r^idos qnadratiqüeB par 
Angeh Genocchi; Cielles Journal Bd. 104 S. 845—347. H. 

*) üeber das Beciprocitätsgesetz; Band II S. 11—86 dieser Ausgabe von L. Eronecker's 
Werken. H. 
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ÜBER EINIGE ANWENDUNGEN DER MODULSYSTEME AUF 
ELEMENTARE ALGEBRAISCHE FRAGEN. 



I. 

Einleitende Bemerkungen ftber Congrnenzen nach Hodnlsystemen. 

Durch den C(mgrueniä)egriff, welchen Gauss im axt. I der „Disquisitiones 
arithmeticaef^ eingeftlhrt hat, wird von dem speciellen Werthe des ganzzahligen 
Coefficienten von m in der Zahlform*): 

a + Tcm 

abstrahirt; es wird das ,,öemein8ame" aller durch diese Zahlform darstell- 
baren ganzen Zahlen: 

...,a — 3m, a — 2m, a — m, a, a'\'m^ a + 2m, a-\-Zfn^... 

hervorgehoben, indem sie als einander „nach dem Modul m congruent" be- 
zeichnet werden. 

Die Reihe der Zahlen a + hm ist durch zwei Grössen, nämlich durch 
den festen Modul m und irgend ein. Glied der Reihe, völlig bestimmt; und 



*) Vgl. art. n der yyDisqu%siU(mes ariümeticaef'. 

19* 



Digitized by 



Google 



148 tJBEE EINIGE ANWENDUNGEN DER MODULSYSTEME. 

es ist demgemäss jede Reihe unter einander (nach irgend einem Modul) con- 
gruenter Zahlen: 



»# in 



a, a y a , .. ., 

durch zwei Invarianten zu charakterisiren. Solche zwei Invarianten kann 
man z. B. (rein arithmetisch) bestimmen , indem man die eine als die ihrem 
absoluten Werthe nach kleinste der Zahlen a selbst, die andere aber als die 
absolut kleinste der Differenzen der verschiedenen Zahlen a definirt.*) Die 
letztere Invariante giebt dann den absoluten Werth des Moduls m, nach 
welchem die verschiedenen Zahlen der Reihe a, d\ a'\ . . . einander con- 
gruent sind, während die erstere den Werth: 

hat. Hier ist, wie in meinen früheren Aufsätzen, unter B(a) der Rest zu 
verstehen, welcher verbleibt, wenn man von der Grösse « die ihr zunächst 
benachbarte Zahl subtrahirt, während für den Fall, wo a genau in der 
Mitte zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen liegt, J3(a) — — ^ zu 
nehmen ist. 

Der ebenso ein&che als weittragende Gedanke, welcher der Gauss^Bchen 
Einführung des Congruenzbegriffes in der ersten Section des IHsqq. arithm. 
zu Grunde liegt, lässt sich auch im Anschluss an jene allgemeinen Prin- 
cipien erörtern, mittels deren Gatiss in der fdnften Section seines Werkes 
die Theorie der quadratischen Formen begründet**). Definirt man nämlich, 
gemäss den a. a. 0. entwickelten Principien, zwei lineare Formen je einer 
unbestimmten: 



*) um auch in dem Falle, wo der absolut kleinste Werth der positiven Zahlen 
a gleich dem der negativen ist, eine Bestimmung zu treffen, kann hinzugefflgt werden, 
dass alsdann die negative Zahl als Inyariante genommen werden soll. 

*^) Vgl. meine Auseinandersetzungen über das gedanklich Neue der G^aus^schen 
Theorie am Schlüsse des § 22 meiner Festschrift zu Herrn Kummer^s Doctorjubiläum 
S. 94 und 950. 

>) Bd. II S. 866—866 dieser Ausgabe von L. Kronecker*B Werken. H. 
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a + bx, a + Vx 

als einander äquivalent^ wenn jede in die andere durch eine ganzzahlige 
Substitution: 

a; — aa;'+ /J, a;'-= ax + /5 

übergeAlhrt werden kann^ so sind die nothwendigen und hinreichenden Aequi- 
valenzbedingungen die folgenden: 

6 -=4: 6', a'=:a (mod. 6), 
und der Begriff der Congruenz der Zahlen: 

a'=:a (mod. m) 

deckt sich also vollständig mit dem der Aequivalenz der Linearformen: 

a + fna; OJ a' + mx\ 

wie ich neulich schon bei einer anderen Gelegenheit auseinander gesetzt 
habe*). 

Nimmt man nun an Stelle der Linearformen mit einer Unbestimmten 
solche mit beliebig vielen Unbestimmten: 

a + m^x^ + m^x^ H 1- m^x^ 

und definirt zwei Formen: 

ik=»i * »=.1 

als einander äquivalent, wenn sie durch ganzzahlige Substitutionen: 



^) Vgl. art. I meines Aufsatzes y,Die absolut kleinsten Reste reeller Grössen^ im 
Sitzungsberichte der hiesigen Akademie der Wissenschaften Yom 30. April 1885^). 

Bd. m S. 114 dieser Ausgabe. H. 
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in einander transformirt werden, so bildet dies einen umnittelbaren und ganz 
naturgemftssen Uebergang von dem öaw^s'schen Begriffe der „Congmenz nach 
einem Modul" zu dem allgemeineren Begriffe der „Congmenz nach einem 
Systeme von Moduln". Denn die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Aequivalenz der Formen: 

werden zuvörderst durch die Gleichungen: 



(JB.) 1»^— 2ckk^'k y K = ^^kh^h 






ausgedrückt Man kann aber femer, nach Gauss' Vorgang, von den spedellen 
Werthen der ganzzahligen CoeflScienten c, c' in den Gleichungen {A) und {B.) 
abstrahiren und das yyGemeinsam&' der durch die Zahlform: 






darstellbaren Zahlen hervorheben, indem man dieselben als einander 
„nach dem Modulsystem (nij, i»,, ... m^) congment" 

bezeichnet. Dann ergiebt sich auch der Begriff der „Aequivalenz der Modul- 
systeme" 

(m^, 1»,, ... m^), (m[, m^, ... iw^) 

von selbst, da vermöge der Gleichungen {B.) die Gesammtheit der durch jede 
der beiden Zahlformen: 
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dargestellten ZaMen genau dieselbe ist, und die Gleichungen (B.) erweisen 
sich demgemäss als charakteristisch für die Aequivalenz: 

(m^, w,, . . . m^) oj (nij, m^, . . . miy 

Hiemach lassen sich — im unmittelbaren Anschluss an die Gai^ss'schen Ent- 
wickelungen — die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fdr die 
Aequivalenz der Linearformen: 

a + ^m^x^, a + 2n^\,^k 

durch die Congruenz: 

a^a (modd. fn^ , Wj , ... m^ 
in Verbindung mit der Aequivalenz: 

(iWj, m,, ... iw^) ro(fnj, m,, ,.. iw^) 
ausdrücken. 

Hat das Modulsystem (m^, w,, . . . wj, wie hier angenommen worden, 
lauter ganzzahlige Elemente, so ist es offenbar einem solchen äquivalent, 
welches nur ein einziges Element, nämlich den grössten gemeinsamen Theiler 
der (i Zahlen m, enthält. In diesem Falle ist also die Einführung von Modul- 
systemen unnöthig*). Aber bei dem Fortschritt von der gewöhnlichen Zahlen- 
theorie zur arithmetischen Behandlung ganzzahliger Functionen von un- 
bestimmten Variabein ist die Einftlhrung von Modulsystemen nothwendig. 



*) Dass trotzdem die Anwenduug von Modulsystemen in der gewöhnlichen Zahlen- 
theorie von mancherlei Nutzen ist, davon habe ich mich in den UniyersitätsyorlesungeD^ 
welche ich in diesem Winter halte, bei mehreren Gelegenheiten überzeugt. 
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Bedeuten -4, M^y -M,, Jf^, -4', M[, Jf,', . . . Ml ganze ganzzahlige 

Functionen der unbestimmten Variabein SU', SU", . . . Sll^""^^ oder also „ganze 
Grössen" des Rationalitatsbereiches (SU', SU", . . . SH^""*^), so ist gemäss den 
oben aus dem 6rauss'schen Congruenzb^riff hergeleiteten Begriffsbestimmungen 
die Aequivalenz zweier „Modulsysteme" 

(jif„ jif„... jf^), (jif;, jf;, ... -af;) 

und die „Congruenz zweier Grössen -4, Ä nach einem dieser Modulsysteme" 
durch ein System von Gleichungen: 

(Z) A^A + ^ci,m;, ä' = ä + 2c,,m,, 

zu definiren, in welchen die CoeflScienten C, C ebenfolls ganze Grössen des 
Rationalitätsbereichs (SU', SU", . . . 9fl^""^^) bedeuten. Durch eben dasselbe System 
von Gleichungen ist aber auch die Aequivalenz der Linearformen: 

Ä + '2m,x, , Ä + ÜV.'x; 

A— 1 k^l 

zu definiren, da diese vermöge der Gleichungen (-4.) und (Ä) in einander 
durch Substitutionen mit ganzen^ dem Rationalitätsbereich (91', Sft", . . . Sft^""^^) 
angehörigen Coefficienten übergehen. Die Aequivalenz dieser beiden Linear- 
formen wird also wiederum durch die „Congruenz": 

A = A (modA M^, M^, ... M^) 
in Verbindung mit der „Aequivalenz": 

(M,, jf., ... M^)rj(M;, m;, ... m;) 

charakterisirt. 
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Wenn die Linearform M^X^ + M^X^-\ [- M^X^ durch lineare Sub- 
stitution mit ganzen, dem Rationalitätsbereich (91', 91", . . . 91^**"^^ angehörigen 

Coefficienten in die Linearform M^X^ + M^X^-] [- M^X^ übergeht, so ist 

nach Analogie der von Gatiss in die Theorie der quadratischen Formen ein- 
geführten Begriffsbestimmungen die erstere Linearform als „die letztere ent- 
haltend" zu bezeichnen. Wird diese Ausdrucksweise auf die Coefficimten der 
Formen übertragen, so ist 

„das Modulsystem (-M^, Jf,, ... M^ ein das Modulsystem 
(Jlfj, M^y ... M^) enthaltendes", 

wenn die ft Congruenzen: 

3f^ = (modd.3f;, M;, ... M;) (ä-1.«,...^) 

bestehen. Das gegenseitige Enthalten zweier Modulsysteme begründet hiemach 
deren Aequivalenz. 

Die Gesammtheit der Grössen: 

d. h. derjenigen Grössen, welche man erhält, indem man ftlr JST^ , -K^ , . . . J5^ 
irgend welche ganze ganzzahlige Functionen von 91', 91", . . . 91^**"^^ setzt, ist — 
ahnlich wie oben die specielle Reihe der Zahlen a + Jcm — durch ein System 
von Invarianten (in endlicher Anzahl) zu charakterisiren, z. B. durch das 
System eben der Grössen Ä, M^, M^, - . . M^y welche hier zur Definition der 

Gesammtheit von Grössen A + K^M^ + K^M^-] \-K^M^ dienen. Ein solches 

charakteristisches System von Invarianten kann jedoch in mannigfaltiger 
Weise aufgestellt werden. Die AnzaU der zur Charakterisirung sämmtlicher 

Grössen A + K^M^ + K^M^'\ \- K^M^ ausreichenden Invarianten bestimmt 

sich durch die Anzahl der Elemente des Kationalitätsbereichs, also durch die 
oben mit n — 1 bezeichnete Zahl. Es kann nämlich erstens als eine der 

Invarianten irgend eine der Grössen A + K^M^'\- K^M^-\ ^ K^M^ selbst 

gewählt werden. Wird dann zweitens eben diese Grösse von jeder der 

L. Kronecker'i Werke ni. 80 
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anderen subtrahirt, so erhält man die Gesammtheit aller derjenigen Grössen 
des BationalitÄtsbereichs (9i', 91", 91"', . . . 91^""^^), welche das Modulsystem 
(-Sf j , ilf, , . . . M^ enthalten, imd wenn man alle diese Grössen, unter denen ja 
auch M^j 3fg, ... M^ selbst vorkommen, wieder als Elemente eines Modul- 
systems auiffasst, so ist dasselbe dem Modulsysteme (-Sf^, M^j ... M^ äqui- 
valent. Um also dieses aus jenem zu ermitteln, bedarf es nur eines Ver- 
fahrens, mittels dessen die Anzahl der Elemente eines Modulsystems auf eine 
von vorn herein zu bestimmende Zahl reducirt werden kann, und ein solches 
Verfehren ergiebt sich, wie ich im § 21 (S. 78^) meiner Festschrift zu Herrn 
Kummer' B Doctorjubiläum gezeigt habe, aus der allgemeinen Theorie der 
Elimination. Durch diese sind daher die Invarianten der Gesammtheit aller 
unter einander nach irgend einem Modulsystem congruenten ganzen Grössen des 
Bereichs (91', 91", . . . 91^""^^) zu ermitteln, indem sie es ermöglicht, ein Modul- 
system von beliebig vielen Elementen auf eines zu reduciren, in welchem die 
Anzahl der Elemente von vorn herein durch die Anzahl der Elemente des 
Bationalitätsbereichs bestimmt ist. 

Die Gesammtheit der (imendlich vielen) Grössen 

bildet eine besondere Gruppe von Grössen des Rationalitätsbereichs 
(91', 91", . . . 9i^""^% welche der Kürze halber mit G bezeichnet werden mögen. 
Ist diese Gruppe auf irgend eine Weise definirt, so kann daraus nach vor- 
stehender Auseinandersetzung das System {M^, 3f,, ... M^) oder ein äqui- 
valentes ermittelt werden, d. h. es kann ein System von Grössen, die zur 
Definition der Gruppe ausreichen, durch arithmetisch-algebraische Methoden 
aus den definirten Grössen selbst hergeleitet werden. Doch bedarf dies, 
ebenso wie die dabei benutzte Bildung von Modulsystemen mit unendlich 
(oder unbestimmt) vielen Elementen einer näheren Präcisirimg. 

Wird nämlich ein bestimmtes arithmetisch-algebraisches Verfahren 
vorausgesetzt, mittels dessen alle diejenigen Grössen G^^ der zu definirenden 
Gruppe ganzer ganzzahliger Functionen von 9i', 9i", . . . 91^""^^ aufgestellt 
werden können, für welche sowohl die Coefficienten als auch die Exponenten 

^) Bd. II S. 886 flgde. dieser Ausgabe. H. 
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der verschiedenen Potenzen der Variabein 91 ihrem absoluten Werthe nach 
kleiner sind als eine beliebig gegebene Zahl Ny und wird femer eine Be- 
stimmung darüber vorausgesetzt, wie gross N angenommen werden müsse, 
damit die gesammte Gruppe schon durch die Grössen G^ repräsentirt werde, 
d. h. damit alle Grössen der Gruppe das aus den Grössen G^ allein gebildete 
Modulsystem enthalten, so kann bei der obigen Deduction anstatt der aus 
unendlich (oder unbestimmt) vielen Grössen bestehenden Gesammtheit der 
ein Modulsystem enthaltenden Grössen von vornherein eine endliche Anzahl 
derselben zu Grunde gelegt imd daher an Stelle jenes dort benutzten Modul- 
systems mit unendlich vielen Elementen dasjenige gebraucht werden, welches 
nur die Grössen G^ als Elemente enthalt. Die dort erörterte Frage reducirt 
sich alsdann offenbar nur auf die, ein gegebenes beliebig viele Elemente (in 
endlicher Anzahl) enthaltendes Modulsystem in ein äquivalentes zu trans- 
formiren, bei welchem die Anzahl der Elemente eine feste, durch den 
Rationalitatsbereich (9i', 9i", . . . 9i^""*^) allein bestimmte Zahl nicht über- 
schreitet. 

Ohne die hier näher erörterten Voraussetzimgen, d. h. also ohne die 
Möglichkeit, von vorn herein Modulsysteme mit unendlich vielen Elementen 
durch solche mit einer endlichen Anzahl von Elementen ersetzen zu können, 
ist aber die Begriffsbildung eines „Modulsystems mit unendlich vielen Ele- 
menten" nicht anwendbar. Will man sie dennoch, als eine rein logische, 
zulassen, so darf dies doch nur unter dem Vorbehalte geschehen, dass bei 
den speciellen arithmetischen Anwendungen des arithmetisch nicht hinreichend 
prftcisirten Begriffs in jedem einzelnen Falle der Nachweis der Erfüllung 
jener Voraussetzungen erbracht, d. h. also eigentlich, dass in dem einzelnen 
Falle die Einführung von Modulsystemen mit imendlich vielen Elementen als 
unnöthig erwiesen wird. 

Nimmt man zu den gewöhnlichen „rationalen" Operationen, nftmlich 
zur Addition, Subtraction, Multiplication und Division, noch die Differentiation 
hinzu, so genügen freilich Modulsysteme mit einer festen, nur durch die 
Anzahl der Variabein bestimmten Anzahl von Elementen nicht mehr, sondern 
man braucht dann auch Modulsysteme mit einer „imbestimmten" Anzahl von 
Elementen, d. h. mit einer solchen, die beliebig zu vergrössem ist, und die 

20* 
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also in dem gewöhnlichen Sinne als „unendlich" bezeichnet werden kann. 
Aber grade weil die Einführung solcher Modulsysteme erst beim Ueber- 
schreiten der Grenzen der eigentlichen Algebra geboten erscheint, muss sie 
in den arithmetisch-algebraischen Theorieen vermieden werden*). 

Für die Modulsysteme, deren Elemente einem natürlichen Rationalitats- 
bereiche (91', 91', . . . 91^""^^) angehören, ist der Begriff der „Stufe" oder des 
„Ranges", den ich in meiner Festschrift zu Herrn Kummer's Doctorjubilaum*) 
naher entwickelt habe, von principieller Wichtigkeit Es giebt, wie a. a. 0. 
im § 21, VIT. hervorgehoben ist**), unter den Modulsystemen eines natürlichen 
Rationalitätsbereichs von n — 1 imbestimmten Variabein „reine Modulsysteme 
erster, zweiter, ... n**' Stufe" und dem entsprechend auch „reine Formen der n 
verschiedenen Stufen". 

Ein reines Modulsystem m**' Stufe (ilf^, 3f,, . . . M^) kann so beschaffen 
sem, dass mittels der (i Gleichimgen: 

eine genau (n — m — l)-fache Mannigfaltigkeit aus der (n — l)-fachen Mannig- 



*) Die obigen Erwägungen stehen, wie mir scheint, der Einführung jener 
Dedehind^Bchen BegriffsbilduDgen wie „Modul'', ,JdeaP' u. s. w. entgegen; ebenso auch der 
Einführung der verschiedenen Begriffsbildungen, mit Hülfe deren in neuerer Zeit Tielfach 
(zuerst wohl Ton Heine) versucht worden ist, das „Irrationale^' ganz allgemein zu fassen 
und zu begründen. Selbst der allgemeine Begriff einer unendlichen Reihe ^ z. B. einer 
solchen^ die nach bestimmten Potenzen von Yariabeln fortschreitet, ist meines Erachtens 
nur mit dem Vorbehalte zulässig, dass in jedem speciellen Falle auf Grund des arith- 
metischen Bildungsgesetzes der Glieder (oder der CoefRcienten), ähnlich wie oben, gewisse 
Voraussetzungen als. erfüllt nachgewiesen werden, welche die Reihen wie endliche Aus- 
drücke anzuwenden gestatten, und welche also das Hinausgehen über den Begriff einer 
endlichen Reihe eigentlich unn5thig machen. 

**) Vgl. auch die ausführlicheren Auseinandersetzungen in Herrn MoWb Abhand- 
lung: „Sur une notion qui comprend celle de la diyisibilit^ et sur la th^orie g^n^rale de 
r^limination" Chapitre IH. Acta Mathematica Tome VI. 

1) Band II S. 287— 8S7 dieser Ausgabe. Vgl. S. 836. H. 
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feltigkeit (91', 91", . . . 91^""^^) ausgeschieden wird; es kann aber auch so 
beschaffen sein, dass ein äquivalentes System (M^, M^j . . . Ml) gebildet 
werden kann, in welchem eines der Elemente z. B. Ml eine ganze Zahl ist, 
während die v — 1 Gleichungen: 

jif; = o, jif; = o, ... jif;_, — 

eine genau (n — m)-fache Mannigfialtigkeit repräsentiren. 

Eine „reine Form m*®' Stufe" ist eine solche, in welcher die Coef- 
ficienten der Unbestimmten ein reines Modulsystem m**' Stufe bilden; eine 
solche Form kann aber auch gemäss § 22, IX^. und X^. meiner oben citirten 
Festschrift dadurch charakterisirt werden, dass sie, nach Multiplication mit 
einer primitiven Form des Bereichs (91', 91", . . . 91^""^^), sich als lineare 
homogene Function (mit ganzen, dem Bereich (91', 91", . . . 91^""^^) angehörigen 
Coefficienten) von genau m Formen darstellen lasst, die mit der darzustellen- 
den Form in ihren Coefficienten völlig übereinstimmen, sich aber durch 
die Unbestimmten von ihr sowie von einander unterscheiden. 

Eine fernere wichtige Eigenschaft der Modulsysteme und der Formen 
ist ihre Zusammensetzbarkeit im Sinne der Aequivalenz. Die Composition 
der Formen: 

M,x, + M,x, + ..^ + M^x^, jif;x; + jif;z; + ... + jf;z; 

erfolgt durch wirkliche Multiplication, die der Modulsysteme also durch die 
Bildung eines neuen, dessen Elemente die \iv Producte: 

sind. Hieran knüpft sich unmittelbar die Frage der Möglichkeit der De- 
composition eines gegebenen Modulsystems oder einer gegebenen Form. Wie 
es nun offenbar Modulsysteme und Formen giebt, die solchen äquivalent 
sind, welche durch Composition aus anderen gebildet werden können, so giebt 
es auch Modulsysteme imd Formen, bei denen dies nicht der Fall ist, und 
die deshalb als „nicht zerlegbar (im Sinne der Aequivalenz)" • zu bezeichnen 
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sind. Aber unter den nicht zerlegbaren Modulsystemen oder Formen giebt 
es doch noch solche , die andere Modulsysteme oder Formen derselben Stufe 
^.enthaltenes wie ich am Schlüsse des § 21 meiner mehrerwähnten Festschrift 
hervorgehoben habe, imd es empfiehlt sich desshalb, unter den nicht zerleg- 
baren Modulsystemen und Formen noch diejenigen in besonderer Weise zu 
kennzeichnen^ bei denen dies nicht der Fall ist, welche also keine anderen 
Modulsysteme oder Formen derselben Stufe unter sich enthalten« Für diese 
besonderen nicht zerlegbaren Modulsysteme und Formen soll nunmehr die 
Bezeichnung als: 

„Primmodulsysteme" und ,JPrimformen" 

vorbehalten werden, welche ich in den §§ 21, VI und 22, VI meiner Fest- 
schrift als völlig gleichbedeutend mit der Bezeichnung der Systeme und 
Formen als „nicht zerlegbare" angewandt habe. 

Es werden hauptsächlich Primmodulsysteme eines natürlichen Batio- 
nalitätsbereichs (9i', 91", . . . 91^""^^) von emem bestinmiten m*^ Range, in dem 
eben dargelegten engeren Sinne, im Folgenden zur Anwendung kommen. 
Für solche Modulsysteme theilen sich die sämmtlichen ganzen Grössen des 
Rationalitätsbereichs (9i', 91", . . . 91^""^^) in zwei Gruppen, von denen die 
eine alle das Modulsystem enthaltenden Grössen, die andere alle übrigen 
umfetsst. Die Grössen dieser anderen, durch ein Primmodulsystem m*^ Stufe 
aus dessen Integritätsbereich [91, 91", ... 91^""*^] ausgesonderten Gruppe können 
ihrerseits so charakterisirt werden, dass sie mit dem Primmodulsystem zu- 
sammen Modulsysteme (m + 1)**" Stufe bilden, oder dass sie (nach dem 
Primmodulsysteme) Formen (m -j- 1)**' Stufe congruent sind, d. h. also solchen 
Formen, die für Modulsysteme m**' Stufe (uneigentlich) primitive oder Ein- 
heits-Formen sind*). 

Denn, wenn {M^ , Jf, , . . . M^) ein Prinmiodulsystem m**' Stufe imd M^ 
irgend eine Grösse des Integritätsbereichs [91', 91", . . . 91^""*^] bedeutet, so ist 

*) Vgl § 22, VII der mehrfach citirten Festschrift^). 

*) Bd. II 8. 844 dieser Ausgabe. H. 
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das Modulsystem {M^, M^, M^, ... M^ offenbar in (3fj, M^, ... M^ ent- 
halten, und da dieses, als Primmodulsystem, keine anderen Modulsysteme 
tn**" Stufe enthält, so muss das Modulsystem (Jf^, ilfj, M^^ . . . M^ entweder 
mit (ilfj, -M,, ... M^ äquivalent oder aber ein System (m + 1)**' Stufe sein. 
Im ersteren Falle muss M^ nach dem Modulsysteme (ilf^, 3f,, ... M^ con- 
gruent Null imd also eine Grösse der ersten von jenen zwei Gruppen sein. 
Es muss daher, wenn M^ der zweiten Gruppe angehört, (Jf^, M^, M^^ ... M^ 

ein Modul System (m + 1)*" Stufe und M^-^- CT^-äfjH h Ü^M^ eine Form 

(m + 1)*^ Stufe sein, welcher M^ selbst offenbar nach dem Modulsystem 
{M^y M^j ... M^ congruent ist. Jede Grösse des Integritätsbereichs 
[9i', Wj . . . W^'^^] ist also modtdis 3f , 3f,, ... 3f , wenn dies ein Prim- 
modulsystem ist, entweder der Null oder einer Einheitsform congruent. 

So ist z. B. ftlr das Primmodulsystem zweiter Stufe (9i', 91") die 
Variable 91'" eine Grösse der zweiten Gruppe und der Form: 

9l'X + 9l"r+9l'" 

congruent, welche an sich eine Form dritter Stufe, aber für Modulsysteme 
zweiter Stufe als eine imeigentlich primitive oder Einheits-Form zu bezeichnen 
ist. Es bildet femer die Grösse 91" mit dem Modulsystem (91', 9i") zu- 
sammen das Modulsystem (9i', 91", 91"), welches offenbar den Rang drei hat. 
So ist femer far eine gewöhnliche Primzahl p die Gesammtheit der ganzen 
Zahlen in zwei Gruppen zu theilen, deren eine die sämmtlichen durch p theil- 
baren Zahlen umfasst, während jede der übrigen Zahlen modulo p offenbar 
unter der Zahl Mns enthalten, also eine Einheit ist. Denn filr jede durch p 
nicht theilbare Zahl r existirt ja eine Zahl s, welche der Congruenz: 
rs^l (mod. p) genügt. Jede ganze Zahl ist also modulo p entweder Null 
oder Einheit. 

Wenn das Product von zwei ganzen Grössen des Rationalitätsbereichs 
(91!, 91", . . . 91^""*^) eine Grösse der ersten von den beiden Gmppen ist, in 
welche sich die sämmtlichen ganzen Grössen des Bereichs für ein Primmodul- 
system theilen, so muss mindestens eine der beiden Grössen selbst der ersten 
Gruppe angehören, d. h. 



Digitized by 



Google 



160 ÜBER EINIGE ANWENDUNGEN DER MODÜLSYSTEME. 

der Fundamentalsatz der gewöhnlichen Zahlentheorie , dass ein 
Product nur dann für einen Primzahlmodul congruent Null sein 
kann, wenn einer der Factoren congruent Null ist, gilt auch für 
allgemeine Primmodtdsysteme. 

Denn wenn 3fj, 3fg, ... M^ die Elemente eines Prinmaodulsystems 
und My Mq irgend zwei Grössen des Integritfttsbereichs [91', 91", . . • 9l^""*^J 
bedeuten, so folgt aus der Congruenz: 

MM^ = (modd. M^, M^, ... Jf^), 

dass auch das Product der beiden Formen: 

das Primmodulsystem (ilf^, -Sf^, ... M^) enthalten muss. Beide Formen können 
also nicht für dieses Primmodulsystem eigentlich oder uneigentlich primitiv 
sein. Dies würde aber der Fall sein, wenn beide Grössen 3f , M^ zur Gruppe 
derjenigen gehörten, die das Modulsystem nicht enthalten. 

Auf den Gedanken, den Crawss'schen Begriff der Congruenz für Zahlen- 
moduln zu einem Begriffe der Congruenz für beliebige Modulsysteme zu 
erweitern, bin ich vor etwa 30 Jahren durch gleichzeitige Beschäftigung 
mit algebraischen und arithmetischen Untersuchungen geführt worden, und 
ich habe diesen Gedanken schon im Jahre 1858 vielen Mathematikern (vor 
Allen DiricJUet, Kummer, Weierstrass) in mündlicher Unterhaltung, seit dem 
Jahre 1862 aber auch in meinen Universitätsvorlesimgen mitgetheilt imd 
dadurch in weiteren Kreisen verbreitet. Durch den Druck habe ich die 
Elemente der Theorie der Modulsysteme erst in meiner Festschrift zu Herrn 
Kunmer''8 Doctorjubiläum veröffentlicht und dort hauptsächlich Anwendungen 
auf rein arithmetische Fragen beigeftlgt. Dass aber die Theorie der Modul- 
systeme auch bei ganz elementaren algebraischen Fragen mit Erfolg anzuwenden 
ist, indem sie die Methoden durchsichtiger erscheinen, die Resultate zugleich 
präciser und allgemeiner fassen lässt, soll hier an einigen, auch an sich inter- 
essanten Beispielen dargelegt werden. 
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H 

Lineare €oiignieiizeii f&r Primmodolsysteme. 

Bildet man aus t-t', in t Zeilen von je f Elementen geordneten^ 
unbestimmten Variabein die Determinanten irgend einer (r****) Ordnung und 
bezeichnet dieselben (in beliebiger Reihenfolge) mit: 

• r^*") F^*"^ v^^^ 

so kann man die t^f unbestimmten Yariabeln selbst, von denen man aus- 
gegangen ist, als Determinanten erster Ordnung, analog mit: 

bezeichnen« Nimmt man mm noch f unbestimmte Yariable: 

Xj, Xj, ... X^' 
hinzu und setzt: 

so ist die Determinante: 

I ttU)! /^-l, «, ...r, A 

eine lineare homogene Function der t' Variabein X, deren Coefficienten 
sämmtlich Determinanten (r + 1)*^ Ordnung des Systems: 

sind. Auf Grund der Theorie der Modulsysteme wird dies vollständig durch 
die Congruenz: 

(2.) id=o imodd.vr'\ vr'\rr'\-.-) &;•,;.::") 

L. Kroneekei't Werk« IIL 21 
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ausgedrückt, in welcher als Elemente des Modulsystems die sämmüichen Deter- 
minanten (r + !)*•' Ordnung des Variablen-Systems: 

ZU nehmen sind. 

Entwickelt man nun die Determinante in der Congruenz (2.) nach den 
Elementen F^^J^ so resultirt die Congruenz: 

(3.) F,fF;«=0 (modd.F,^'>, F^^ . . . F^J'; F/-", yr\'--)> 

in welcher F/j"^ die Determinante: 

I F^.j^l (»,*=l,2,...r) 

bedeutet, und welche offenbar nicht bloss für s>r, sondern auch für s^r, 
also für alle t Werthe 5 = 1, 2, ... t besteht. 

Setzt man femer, wenn l eine der Zahlen 1, 2, ... r imd m eine der 
Zahlen 0, 1, 2, ... < bedeutet: 

y(r) I y{i) I / f =1, i, . . . r \ 

'^Im K<* I \*=1, 2, ... i-1, m, 1+1, ... r/ * 

SO wird far diejenigen Werthe von w, die nicht grösser als r sind: 

wenn ef,^ = oder ef,^ = 1 ist, je nachdem l ^ m oder Z = m ist, und filr 
m = wird: 

(4.) f/;' = ^|f;';'|x, (*=..,....,-x,....i....r). 

n MbbI, r+1, r+9, ... t / 

Die Determinante F/^^ wird also eine lineare homogene Function von: 
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deren Coefficienten selbst Determinanten r*®' Ordnimg sind; mid zwar ist 
der Coefficient von X, für jeden Werth von l eine und dieselbe Determinante 
r**' Ordnung: 

\rll^\ (.•.»=1.2....r), 

welche schon oben mit V^[^ bezeichnet worden ist. 

Andererseits ist aber V^^ offenbar eine lineare homogene Function 
der r Grössen V^l\ V^\ . . . F^^J^; und es besteht daher die Congruenz: 

Fr = (modd. r^^, r^\ . . . Fj«) (.=1. .. ... r, , 

in welcher, der Natur der Sache nach, dem Modulsysteme rechts noch be- 
liebige Elemente hinzugeftlgt werden können. So ist also auch: 

(5.) F/;> = (modd. F/« F;S;>, . . . F»>) 

far jeden der r Indices i = 1, 2, . . . r. 

In der Entwickelung der schon oben betrachteten Determinante: 

I TtU)! /<^=«l. 2,...r.*\ 

I '^gh 1 \A=0, l,...r / 

nach den Elementen Vj^, rjl\ . . . F/'^ ist das erste, nämlich F/^^ mit V^^ 
imd aber irgend eines der folgenden Elemente F//^ mit V^^^ multiplicirt Es 
besteht daher die Congruenz: 

ICNCC (modd.F,^', Fr,...F;?), 

und wenn man s gleich einer der Zahlen 1, 2, ... r setzt, so dass die Deter- 
minante links verschwindet, so geht diese Congruenz in folgende über: 

(6.) F/;> F/,^> = (modd. ri^, r^Z • • • O <'-^ '» —^ • 

21* 
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Wenn man nun in der obigen Congruenz (3.) den Ausdruck auf der 
linken Seite und auch die ersten r Elemente des Modulsystems mit V^ 
multiplicirty so erhalt man die Congruenz: 

^\\ ^\\ '^«0 — ^ ^moao. r ji v ^^ , v^^ ^jo > • • • ^x\ ^r^i ^\ > ^t ;•••;> 

welche fär alle Indices s — 1, 2, . . . t gültig bleibt^ und man kann darin die 
r ersten Elemente des Modulsystems auf Grund der Congruenz (6.) durch die 
Elemente F/;^ r^\ . . . V^'^ ersetzen. 

Man gelangt hierdurch zu der Congruenz: 

(7.) r^[>7iXo^o (modd. r^, 7^\ ... f;;>; rr'\ rr'\ ...), 

welche in Verbindung mit der Congruenz (5.) das Ziel der vorstehenden Ent- 
wickelimgen bildet. Die beiden Congruenzen (5.) und (7.) zeigen, 

dass einerseits das Modulsystem {V^l\ V^l\ . . . F/^^) in dem Modul- 
systeme (F/o\ V^\ . . . F^^J^) enthalten ist, und dass andererseits 
dieses letztere Modulsystem unter Hinzunahme der Elemente 
p-^(r+i)^ ^jr+i)^ jj^ j^^ ersteren enthalten ist, wenn dessen 

Elemente sammtiich mit dem Quadrate der Determinante V^^ 
multiplicirt werden. 

Dieses Resultat lässt sich auch folgendermassen formuliren: 

Im Sinne einer Congruenz für das aus allen Determinanten 
(r + If Ordnung ri'^^\ r^'*'\ . . . gebildete Modulsystem löÄSt 
sich einerseits jeder der r Ausdrücke F/^^ fttr i — 1, 2, . . . r, d. i 

yS'^,+ji\ri'!\x, G.t::- -). 
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als ganze lineare homogene Function der t mit V^l\ V^l\ ... V^ 
bezeichneten Ausdrücke: 



(1) 





*»1 



^VJl^X, W-t.2....0, 



andererseits aber auch jeder dieser letzteren t Ausdrücke^ nach 
Multiplication mit dem Quadrate der Determinante t^' Ordnung V^^\ 
als ganze lineare homogene Function der ersteren r Ausdrücke F/^^ 
darstellen y und zwar so, dass die sämmtlichen Coefflcienten ganze 
ganzzahlige Functionen der <'(< + !) unbestimmten Variabein: 

'^ikf ^k \*=.i,«,...r / 

sind. 

Werden an Stelle der tt' unbestimmten Variabein F/^^ irgend welche 
ganze Grössen eines natürlichen Rationalitatsbereichs (91', 91", . . . 91^""^^) 
genommen, für welche die sömmtlichen Determinanten (r + 1)*^ Ordnung 
ein bestimmtes Primmodulsystem (M, M\ M", . . .) des Rationalitätsbereichs 
(9i', 91", . . . 91^""*^ enthalten, wahrend die Determinante V^^^ eben dieses 
Primmodulsystem nicht enthält, so lässt sich aus dem eben formulirten Re- 
sultat unmittelbar erschliessen, dass die beiden Systeme von linearen Con- 
gruenzen: 



2 



(8.) 2 Va ^t = (modd. M, M', M ", . . .) V-i, %..*), 



(9.) Vi(> X, + 2\ yl'i I X, = (modd. M, M', M", . . .) 

/ A,<=1, i,...r \ 

mit einander völlig äquivalent sind, d. h. also dass beide genau dieselben 
Bestimmungen für die zu bestimmenden t' Grössen X enthalten. 
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Nach den in früheren Aufsätzen eingeführten Bezeichnungen*) ist r 
die jjBang' oder Stufenzahl^^ des Systems Vjl^ ,,in Beziehung auf das Prim- 
modulsystem (jftf, M\ M'\ . . .)", weil jede der Determinanten (r +!)*•' Ord- 
nung, nicht aber jede der Determinanten r^ Ordnung (modd. M, M\ M*\ . . .) 
congruent Null ist. Betrachtet man die Grössen 1^^^ als die gegebenen, 
die Grössen X^ aber als die gesuchten, gemäss den Congruenzen (8.) zu 
bestimmenden, so sind es die Congruenzen (9.), welche die vollständige Auf- 
lösung der ersteren enthalten. Da nun in den Congruenzen (9.) offenbar die 
<'— r Grössen X^^j, X^^g, ... X/ unbestimmt gelassen werden können und 
nur die r Grössen X^, X,, ... X^ sich als lineare homogene Functionen 
jener t* — r übrigen bestimmen, so zeigt sich, dass 

durch ein System von Congruenzen: 

^ yf^ X^ = (modd. Jf , Jlf ', Jlf ", . . .) (i-i. «... , 



in welchem F/j\ Jlf, M\ Jlf", . . . beliebige Grössen eines natür- 
lichen Rationalitätsbereichs bedeuten imd die letzteren ein Trimr 
modulsystem bilden, die <'- fache Mannigfieiltigkeit der Grössen X auf 
eine genau (<' — r)-fache Mannigfeltigkeit eingeschränkt wird, wenn 
die Zahl r den Rang des Systems F/^^ in Beziehung auf das Modul- 
system {My M\ M"j . . .) bezeichnet. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass dieses ganz allgemeine 
Resultat auf die zugleich einfachste und vollständigste Weise durch die beiden 
obigen Congruenzen (5.) und (7.) dargestellt wird, imd zwar wird es dort, 
da die Congruenzen für Modulsysteme, ihrer Definition nach, das Bestehen 
gewisser Gleichungen ausdrücken, 



*) Vgl. Art. X meines Aufsatzes: „Die Periodensysteme Ton Functionen reeller 
Variabein" im Sitzungsbericht der hiesigen Akademie vom 20. Nov. 1884, Stück XLVI 
S. 10780. 

*) Band III S. 48 dieser Ausgabe von L. Kronecker's Werken. H. 
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in der Form identischer Gleichungen prftciser, übersichtlicher und 
allgemeiner gefibsst, 

als es jemals bisher geschehen ist. Das Streben^ den mathematischen Re- 
sultaten eine solche, meines Erachtens nicht nur wünschenswerthe, sondern 
eigentlich allein in Beziehung auf Klarheit imd Sicherheit befriedigende 
Fassung zu geben, hat mich bei der Einfahrung der Divisoren-Systeme so 
wie bei den vorliegenden Anwendungen derselben geleitet. Dass bei com- 
plicirteren Fragen die Bemühungen, sie in der hier charakterisirten vollendeten 
Weise zu lösen, vorläufig noch schwierig oder gar aussichtslos erscheinen, 
darf von der Fortsetzung solcher Bemühungen nicht abhalten. 

Für den speciellen Fall des absoluten Rationalitfttsbereichs 91 — 1 
sind die Elemente F/^^ gewöhnliche ganze Zahlen und an Stelle des Prim- 
modulsystems {M, M\ M'\ . . ,) tritt ein gewöhnlicher Primzahl -Modul p. 
Die t' Congruenzen: 

(8) 2 F/'^ X, = (mod. p) (^1, 2, ... 

»=-1 

werden also durch eine genau (^'— r)-fache Mannigfaltigkeit von Werthen X 
befriedigt, wenn das System der tt' Zahlen F|.j^ in Beziehung auf den Modul p 
vom Range r ist*). 

Man kann die Bangzahl r hier, indem man die t' Grössen X als 
unbestimmte Variable betrachtet, auch dadurch charakterisiren, dass r + 1 
die Stufenzahl des Divisorensystems: 

* * k 

angiebt, dessen t + 1 Elemente dem Rationalitfttsbereich (X^, Xg, ... X^) 
angehören. 

. *) Hierin liegt eine ausdrückliche Rechtfertigung jenes Ausspruches von Hrn. Bodos 
auf S. 259 dieses Bandes^), womit der erste Absatz schUesst: „Ganz ebenso aber u. s. w/' 

') Gustav Bodos f Zur Theorie der Congrneiusen höheren Gradee, Crelle's Joamal fdr Mathe- 
matik. Bd. 99 S. 268—260. H. 
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Werden die tt' Grössen V^l\ wie im Anfejige dieses Artikels, als 
unbestimmte Variable anfge&sst, so ist das aus allen Subdeterminanten 
(r + 1)*" Ordnimg gebildete Divisorensystem: 

(Fr» vr'\-.-) 

ein System von der Stufenzahl {t — r)(t' — r), jedoch ein solches, dem Systeme 
höherer Stufen beigemischt sind. Denn erstens enthalt jede der (t — r) {t* — r) 
Determinanten (r + 1)*" Ordnung: 

I TrU)! /p=i, i,...r, <\ 

welche den Indexwerthen: 

t — r+1, r + 2,...^; Ä: = r+1, r + 2,...<' 

entsprechen, ein Element, nftmlich V^l\ welches in den übrigen nicht vor- 
kommt. Das aus diesen Determinanten gebildete Divisorensystem: 

(10.) {y^''\ rr"", . . . f;*^^), 

in welchem zur Abkürzung: 

(t-r){t--r)~Q 

gesetzt ist, hat also die Stufenzahl q. 

Entwickelt man nun zweitens eine dieser q Determinanten nach den 
Elementen der letzten Horizontalreihe, so kommt: 

rrd) vir) , ""^yiD yir) , y(i) . /^-i, t. . . . r, <\ 

''ik ^tt -T ^^^m '^mt — l *^^A I l*=l, «, ... r. »j > 

und es ist hierbei V^^j^—V^[K Da die Determinante rechts für i>r, k>r 
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eben eines der Elemente jenes Divisorensystems (10.), fUr alle anderen Werthe 
von i und k aber gleich Null ist, so besteht die Congruenz: 

F^r F/;' = - üf v,^> F^i (modd. vr'\ vr'\ . . . f;-^>) 

m— 1 ^ 

oflfenbar fUr oZte Werthe von i und ä, d. L far i=*l,2, ...< und ä — 1,2, ... <'. 
Jedes System von (r + 1)* Grössen: 

'"'V xrd) v^r) /'- <«. <i. . . . 'r\ 

ist aber offenbar aus den beiden Systemen von je r(r + l) Elementen: 
zusammengesetzt; die aus je (r + 1)' Grössen: 

y(r)Y(l) /<-*o, rfi, ... ^r\ 

'^ii '^•* \*-to.*i....*r; 

gebüdete Detemnnante ist daher fttr jenes Modulsystem (Vi'*^\ V^'^'\... V^'^"^) 
congruent Null, d. h. 

jede der Determinanten (r + 1)**** Ordnung des Systems V^^ enthalt, 
nach Multiplication mit {y^y^^y dasjenige Modulsystem, dessen 
Elemente jene besonderen q Determinanten (r + l)**** Ordnung : 

Das aus aüen Determinanten (r + 1)^ Ordnung zu bildende Modulsystem 
enthält also ausser dem Modulsystem p^' Stufe: 

noch dasjenige höherer Stufe, welches entsteht, wenn man diesen q Deter- 

L. Krontoker*! Werke IIL SS 
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minanten (r + 1)**" Ordnung die mit V^[^ bezeichnete Determinante r*^ Ord- 
nung hinzufügt. 

Der Sache nach ist diese letztere Entwickelung bereits im Art. I 
meiner ^^^merkungen zur Determinanten-Theorie" enthalten*), aber ihre 
eigentliche Bedeutung konnte erst hier mit Hülfe der Theorie der Modul- 
s^steme dargelegt werden. 



ni. 

Darstellmig des grSssten gemeinsamen Theilers Yon zwei ganzen Functionen yon x 
fttr irgend ein Primmodalsystem des Bereichs Uirer Coeffleienten. 

§ 1. 

Bezeichnet man mit x, ü^, 0^, ... O^.j, v^, v^y ... v^^^ unbestimmte 
Variable und setzt: 

^ — «^0^ +^1^ +«^2* H in mf., 

SO sind w^, w^, w^y ... ganze ganzzahlige Functionen der Yariabeln t) und v. 
Bedeutet nun m irgend eine Zahl, die kleiner als n oder auch gleich n ist, 
und nimmt man: 



«00 = «^» «0* — «40 = — ^k^l 



«,* — <^ki = <^i+*-2^ - ^i^k^l 



(/, *-l, S,...m), 



SO werden durch die Gleichung: 



*) Bd. 72 dieses Journals 8. 152 O- 

^) Band I S. 888—289 dieser Ausgabe Ton X. JSTron^c^er's Werken. H. 
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zwei ganze Functionen von x: 

definirt, von denen die erstere vom w*^, die letztere vom (w — 1)*^ Grade 
ist Eben diese beiden Functionen von x können aber auch in folgender 
Weise definirt werden; 

wenn F/f^(a5) die jyAdjunctef* des Elementes «'j+t.,«? — «?,.+^_i in der Deter- 
minante V^'^^x) bedeutet und also durch die Gleichung: 

erklärt wird. Bezeichnet man endlich noch die Determinante: 

\w^^i\ (^*-0, 1. ...m-l), 

welche den CoefBcienten von a^ in V^'^^{x) bildet, mit F^, so ist: 



aia. 



^-^^"^^(-), Ä^-F<-^^(-), 






*mm 



und die bekannte Determinantenformel: 

88 • 
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liefert demnach die Belation: 

(JB.) »^^"^ (x) F^""-'^ (x) - »^-'^ (x) F^'"^ (x) - rl . 

Für jedes beliebige System von {m + 1)' Grössen a^^ besteht offenbar 
die Determinantengleichung: 

Da nun bei den oben angenommenen Werthen von a^^^: 
und aber für g>0: 



wird, so geht jene Determinanten-Gleichung (S.) mit Berücksichtigung der 
Gleichung ($1.) in folgende Aber: 



/=•* 



Setzt man hierin: 

so wird in der Determinante auf der linken Seite das letzte Element gleich 
der unendlichen Reihe: 



^«;^.i»*"'' oder 2w^^.x 



raA+l <— 



1-1 
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und da das Aggregat der ersten m Glieder dieser Beihe^ als lineare Function 
der ersten m Determinanten-Elemente: 



^k^ ^k+lf "• ^k-,m-U 



weggelassen werden kann, so resultirt die Gleichung: 



(A=.0, 1, 2, ...m). 






Der Ausdruck auf der linken Seite ist eine ganze Function von x\ der Aus- 
druck auf der rechten Seite enthalt offenbar keine höhere Potenz von x als 
a;*"*""^, diese aber mit dem Coefficienten: 



\W,^A (*,»-0,l....m) 



multiplicirt, der Ausdruck muss daher eine ganze Function (n — w — 1)*~ 
Grades sein. Bezeichnet man sie mit Tr^*"'""^^(a;), so ist: 

((£,.) ^{x) V^'^'ix) — SB^"> {x)V{x) = TF^'-'"-*^(^), 

also auch, wenn man hierin m — 1 an Stelle von m nimmt: 

(Co.) ^(x) V^'^-'^x) - »^'"-'\x) r{x) = TT^"""^ (x), 

und aus diesen beiden Gleichungen resultiren endlich mit Berücksichtigung 
der Gleichung (S3.) die Belationen: 



(«.) 






Die hier gegebene Entwickelung findet sich, ihrem wesentlichen In- 
halte nach, schon in meinem Aufsatze ,,Zur Theorie der Elimination einer 
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Yariabeln aus zwei algebraischen Gleichungen^, welcher im Monatsberichte 
der Berliner Akademie der Wissenschaften vom Juni 1881 abgedruckt istO« 
Doch waren hier einige formale Modificationen nöthig, um die folgenden Aus- 
fahrungen daran knüpfen zu können. 



§2. 

Aus den beiden mit (@.) bezeichneten Relationen erhellt unmittelbar 
die Aequi Valenz der beiden Divisoren- oder Modulsysteme: 

deren Elemeute ganze Grössen des natOrlichen Bationalit&tsbereichs: 

(%f t)^, ... Vi> ^0^ «'ii ••• Vi> ^) 

sind. In dem letzteren der beiden Systeme kann aber noch das Element 
FJI TT^*""*^ (o;) hinzugefilgt werden, da es sich gemäss der Relation (85.) als 
ganze homogene lineare Function der beiden ersten Elemente desselben 
Systems darstellen lässt. Es resultirt daher die fundamentale Aequivalenz: 



(2f.) 



oo(F^TF^-"^(a;), 8^">(a?) TF^^-'^Ca;), V^"'\x) W^'""'\x) , W^''"'''\x)) , 



und die Elemente dieser beiden einander äquivalenten Divisorensysteme sind 
folgendermaassen definirb: 



Band II 8. 118—192 dieser Anigabe. H. 
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ik»0 A->0 



175 



»(^)= J* t),a:*, V(x)^x''+ 2v,x\ 



K - I ^i^k I » ''^"K^) - I ^i^k ^ - ^uk^i I <'' *=^ ^' - "»-^^ 



-.»<-) (a;) = 



0, 



«?n 



M?. 



w^. 



0> 



«?, 



i» 






WjO; — w?,, WjO? — M?3, 



w?. 



m-l 



«'m-l^ - «'m 



m jn+ 1 



TF^"-"-"(a;). 






Sin— 8 »m— 1 



V>0> ^l> 



w. 



w^Vix), w^x-w,, w^x — w,, 



m-l 



U>„ .X — u>„ 
m — i in 



tax — tp. 



m+l 



Die Function Tr^*"'"""(a;) ist ferner gemäss den Gleichungen (2)'.) und (®i.) 
auch durch die Gleichung: 

TF<-"-«(a:)- F(x)'J|«;„ «;,,„ ... «;,,„.„ u,,,,\x-'-' (*-o,i,...., 

bestimmt, so dass also, wenn man zur Abkürzung die Determinante: 

(ArsO, 1, ... m-l, m\ 
*«0.1, . .m-l, r j 



lU?, 



h+k I 



durch F„ , bezeichnet: 

m, c 



IF 



(«-m-l) 



gsan^m t=»n—g 
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wird. In diesem Ausdrucke von Tr^*""'"*^(a;), in welchem übrigens v^—1 
zu setzen ist, wird es evident, dass die Congruenz: 



besteht. Man kann daher in der Aequivalenz (^.) auf beiden Seiten das 
Element W^''"^''\x) durch die n — w Elemente F^^, F^^^^, ... F^,., 
ersetzen, da überhaupt aus einer Aequivalenz zweier Modulsysteme: 



_» _.# _^r 



(*-!,«,...) 



(Jlf„ M„ ]U„...)ro(M„ M„ Jf,,...), 
verbunden mit den Congruenzen: 

M, = 0, lfj = (modd.aR^, SK,,...) 
die Congruenzen: 

Jlfj = (modd. SR, , SR, .... üf,', il^ , . . .) 
lft = (modd. SR,, SR,, ... Jlf,, JSf,, ...) 

folgen, und hiemach auch die Aequivalenz: 

(SR,, 3R„ ... Jlf,, M^, ...)ro (SR,, SR,, ... JK,', Jtf,', ...) 

besteht. Es resnltirt daher eine zweite fundamentale Aequivalenz: 

(VlW'''-'^\x), «<'"'(a;)Tf<-""(x), F<» TF<-""(x), F^„, F^„„, . . . F..,.,) , 
und die Folgerungen, welche sich daraus ziehen lassen, bilden den Haupt- 
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zweck der vorstehenden Entwickelungen. Doch sollen zuvörderst einige 
Bemerkungen Aber das Modulsystem: 

daran geknüpft werden. 

§3- 

Da die mit F^^ bezeichneten ganzen Functionen der Yariabeln t) und v 
durch die Gleichung: 

F — Im; I /a-o. 1, ...m-i, m\ 

oder: 

bestimmt sind, und fOr die Grössen to gemäss ihrer Definition als Ent- 
wickelungscoefficienten die Relationen: 

bestehen, so sind die Functionen F. , durch die Becursionsformel: 

- J"», « = ".-1 n^ «-t + ».-. »"»H .-. + •••+ *'o ^«, r-. "^•> 

mit einander verbunden. Es ist daher fOx f^n: 

diese Congruenz besteht aber auch fOr 2 — m, m + l^ ••• n — 1 und auch 
filr < — 0, 1, ... m — 1, da für diese letzteren m Werthe F^, — wird. Das 
Modulsystem: 

L. Kroneckar'i Werk« DX SB 
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(V V V \ 

\' iH^m^ m,m+l* •** m, «-1/ 

ist also dem Modulsysteme: 

aequivalent, wenn darin für r irgend eine Zahl, die grösser als n — 1 ist, 
genommen wird, und es kann deshalb auch die Aequivalenz: 

aufgestellt werden. 

Da nun oben TF^"'"'"^^(a:) durch die Gleichung: 



W''—'\x)^7(x)2\^„ u>,,,, ...«;,,„_„ t.,,.;*-'-^ (»-0.,....™, 



bestimmt worden ist, so ist, wenn unter u eine Unbestimmte (indeterminata) 
verstanden wird: 

der Quotient: 

stellt daher — im Sinne des § 22 meiner Festschrift zu Herrn Kunmer's 
DoctorjubilftumO — eine „Form" dar, welche dem Modulsysteme: 

entspricht und auch an dessen Stelle eintreten kann. So kann z. B. das, was 
die obige Congruenz: 

>) Band n S. 842 flgde. dieser Ausgabe. H. 
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TF^"--«(x) = (modd. F„,„, F^„,„ . . . F„,..,) 

besagt, auch dadurch ausgedrückt werden, dass die Form: 

^(«-m-i)(^) als die Form ^^''7(0'*"'^ " ^^^'^^*^'«^" 

bezeichnet wird, und in dieser Fassung tritt das Resultat gewissermaassen 
in Evidenz. 

Dass das Divisorensystem (F^^, F^„+i, ... F^,.i) ©in System (n— w)*^ 
Stufe ist, lasst sich leicht erkennen, wenn man die Grössen w^^ w^y ... w^^_^ 
an Stelle der Grössen ö^, öj, . . . ö^^j, t;^, v^, ... v^_^ als unabhängige Variable 
auffasst. Denn das letzte Element der mit F^, bezeichneten Determinante ist 
w^^^, und es ist daher: 

V^^ eine lineare Function von w;,„, deren Coefflcienten nur 
w^y w^y ... w;,^_i enthalten, 

^m,m+i ®"^^ lineare Function von «;,^^j, deren Coefflcienten nur 
Wq, w^y ... w;,^ enthalten, 

u. s. f. Die Resultante der Elimination von w^^. w^*«xi> ••• ^«x. i aus den 

»m' im+l' »1+»— 1 

Gleichungen: 

F^. = 0. F^«.i-0,--- F^-t-0 

ist also nicht identisch gleich Null. 

Man kann nun in der That die 2n Grössen w^y w^y ... w;,^,^ an 
Stelle der 2n Grössen: 

^oy \f '- Vr> ^0^ ^1' ••• ^-1 
als unabhängige Variable aufiGa^ssen, da sich die letzteren durch die ersteren 

23 ♦ 
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rational ausdrucken lassen« Gemäss der Definition der Grössen w ist nämlich 
für Ä — 0, 1, 2, . . . n — 1: 

und es können hiemach die ersten n Grössen w an Stelle der n Grössen t) 
eingeftlhrt werden. Die n Grössen t;^, t;^, ... v^_^ bestimmen sich alsdann 
aus den 2n Grössen w^^ w^, • . . w?,^_i mittels der n Gleichungen: 

^n^k + Vl«^n+A-1 + V2«',+*.2 + • • • + t^o«'* - (A-0. 1, f, ... -1). 

Eben dieselbe Bestimmung der Grössen w aus den Grössen t) und t; ergiebt 
sich direct aus den obigen Formeln (^'.) und (@.), wenn man darin m^n 
nimmt Alsdann muss nämlich der Ausdruck auf der rechten Seite gleich 
Null werden, und es kommt: 

also: 



und diese beiden Gleichungen liefern unmittelbar t;^, v^y ... t;^_j, o^, d^, ... t),.j 
als rationale Functionen der Grössen w^y w^, ... w^^_^. 

Bedeutet r eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . n — m, so lässt sich die 
Determinante {fn + r + 1)*^ Ordnung: 

I M?^+^ I (P, «-0. >. «. . . m+r) 

als ganze Function von w,, w,, . . . w,^^^_, und F^^, F^ ,,^,, . . . F^^^,, 
darstellen. Ist nämlich: 
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WO ;8f®, z, z\ ... /"*^ unbestdmmte Variable bedeuten, so sind V^\ F^, FJ,', ... V^^ 
Determinanten m^ Ordnung, und zwar ist V^^ genau diejenige, welche oben 
mit F^ bezeichnet worden ist. Hiemach wird: 



ii) 



'^m^t^ ^^m-h+t ^ fi 



(A) 



(A«0.1, 2,...m), 



und wenn man nun jede der r + 1 letzten Horizontalreihen in der Deter- 
minante: 



w. 



p+9 1 



(Pi 9—0, 1, 8,...m+r) 



mit FJf^ multiplicirt und alsdann derselben die nftchstvorhergehende, mit F^ 
multiplicirt, die zweitvorhergehende, mit Fj multiplicirt, u. s. f. hinzufUgt, so 
treten an Stelle der r + 1 letzten Horizontalreihen: 



%' %+!> %+2i •• 



w. 



f^rm^rr 



die folgenden: 



F 



WjP-m' 



F F 

m,p-m+l' m,p-m+8J 



nSP+r 



(pam, m+1, ... m'^r') 



(pam, m+1, ... m+r) , 



Dabei ist zu bemerken, dass F^, = ist, wenn <<w ist, und dass in dem 
von den Horizontalreihen der Grössen F^, gebildeten Rechteck nur die Ecke 
rechts Grössen F^^ enthält, in denen <^w + r isi Alle diese Grössen 
fallen ein rechtwinkliges Dreieck aus, dessen Hypotenuse r + 1 Grössen F^^^^ 
enthalt. Betrachtet man also die aus den m Horizontalreihen: 



^hy ^k^l^ ••• ^h+m^r 



(»=0, 1, ...m-1) 



und aus den r + 1 Horizontalreihen: 



gebildete Determinante nur: 



(*=0, l,...r) 
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so reducirt sie sich auf: 



|«'»+*|-C«+r (».*-0.l....m-l). 



Es besteht daher die Congraenz: 



%., 1 • K" = I «'a** 1 • K:^r (J^oi^- ^^.» »"«.„.I. • • • n,«.r-l) 



(Pi 7=0, l, «, ... m-i-n *i *=»0, 1, «, ... m-1), 

oder wenn zur Abkürzung: 



und wie oben: 



%^J- ^m^r (p,,-a.l,«....m+r) 



«^4+*|=^« . (*.*-a.l,«,...m.l) 



gesetzt wird: 

N / m in + r m m,fn + r \ m, m ' m,m+l^ m, m+r— 1' 

Für r = wird die Determinante TF^+^, ihrer Definition nach, mit F^^ 
identisch, d. L es ist W^^V^^^, und die Congruenz (ft.) zeigt also, dass 
das Modulsystem: 

(V V V ^ 

in dem Modulsysteme: 

enthalten ist 
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Es lässt 8ich aber auch andererseits aus der Congruenz (St) erschliessen, 
dass das Modulsystem (TT^, ^m+i* ^m+a> • • • ^«-1) ^ einem Modulsysteme 
enthalten ist, dessen Elemente Potenzen von F^, multiplicirt mit Potenzen 
von F^„, F^^^-, ... F^, ,, sind. Erstens ist nämlich: 

V — TT • 
femer ergiebt die Congruenz (Ä.) flr r — 1, dass: 

ist, und alsdann fOr r»2, dass: 

KKm*» - ''« W^m+. + ö F^„^, + G, TT 

wird, wo 6^ und G^ ganze ganzzahlige Functionen der Orössen w bedeuten. 
Erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung zum Quadrat, so 
erhält man die Congruenz: 

Nimmt man nun an, dass in der angegebenen Weise eine Congruenz: 

(«'.) f;-*'' <;;,,_, = (modd. w„, Tr„,„ . . . Tr„,,..) 

erlangt sei, so folgt aus der Congruenz (^.) die Oleichung: 

für beliebige ganze Zahlen p^^^^ q^^^. Nimmt man diese durch die Recursions- 
formeln: 

3.^1 = rir + ir- 1)?,., + • • • + 3?3 + 2g, - r + 2 , 

i>,+i = 3. + 3,.i+-- + ?5 + ?« 
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bestimmt an, so ist jedes der bei der Entwicklung der (j^+J*^ Potenz rechts 
vorkommenden Glieder: 



m i«,m+r-l m,m+r— 1... m^m-^l 

durch ein Product: 

theilbar. Denn erstens ist für jeden der r — 1 Werthe von Tc: 

und da zweitens ä, + ä, -| 1- ä^ — ff^+j , also: 



(t4»<r) 



Ü'(Ä,-tgJ--r + 2 



IroiS 



ist, so muss wenigstens für einen der r — 1 Werthe von ä: 

sein. Die Congruenz (^'.) gilt hiemach auch, wenn man darin r -(- 1 statt 
r nimmt, und sie gilt also für cUde Werthe r «« 1, 2, . . . n — m. Es ist daher 
in der That das Modulsystem: 

\Wm^ W^m+1> '%i+8> ••• '^•-l) 

in dem Modulsysteme: 

(... y^V"^' ,,...) (r-l. «,...,.«) 
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enthalten, wenn die Zahlen j^, t^ durch die Gleichungen: 

bestimmt werden. 

Die hier entwickelten Beziehungen zwischen den Determinanten F^^ 
und W^^^ können in folgende Oongruenzen zusammengefasst werden: 

(«1.) ^:^..r-i =0 («^odd. F^,, F^^,„ ... F^,.,) 

(«..) ^^I^Cr-i^O (modd.Tr^, W;..x, .-. ^n.x) 

Es geht aus ihnen hervor, dass 

einerseits das Modulsystem (F^^, F^^^^, ... F^^,^) in dem mit FJJ"'" 
multiplicirten Modulsysteme (TF^, TF^+i> • • • ^„-i)> andererseits 
dieses letztere in einer Potenz des mit F^ multiplicirten ersteren 
enthalten ist, wenn der Exponent genügend gross, z. B. gleich 

w — « + 1 + Ji + 2j, + 3?, H h (n - m)g^.^ 

angenommen wird. 

Jene merkwürdige Aequivalenz der beiden Systeme von Bedingungen: 

n,^0, F^^«0, F^„,,-0, ... F^,., = 0, 
^.^0. ^m -0, TF„,, -0,... TF,., -0, 

welche ich schon im art. VII meines oben citirten Aufsatzes*) nachgewiesen 



*) Monatsbericlit der hiesigen Akademie vom Juni 1881^). 

^) Band II S. 146 flgde. dieser AoBgabe. H. 

L. KroiiMker*! Werke HX ^^ 
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habe, tritt hier in Evidenz. Aber die Congruenzen (Ä^.), (Ä,.) sind nicht 
nur die wahre Quelle für die angegebene Aequivalenz, sondern sie ergeben 
auch allgemeinere Resultate, welche im Folgenden entwickelt werden sollen. 



§4. 
Die im vorigen Paragraphen entwickelte Gleichung (^.): 

m, t ^^ m — n + t m 

h 

lässt sich, da V^^ = F^ ist, in folgender Weise darstellen: 



Da nun, gemäss der Congruenz (^^) im § 3, jede Determinante F^ ,_„, das 
Modulsystem (F^^, F^^^^, . . . F^ ,,_J enthalt, so besteht — im Sinne der 
Congruenz fdr dieses Modulsystem — zwischen den Grössen w eine „lineare 
Kecursionsformel m**' Ordnung'^ nämlich*): 



^.K + ^. iK'^ + ^. »Fj['^ + ... + u;, „Fjf'^^O (modd.F^„, F,«^,,... F^. ,). 



In dem Systeme der Grössen: 



oder genauer in dem Systeme: 



^.^oK'"^^' (P.«-0,l,2,...), 



*) Vgl. die Definitionen im axt YII meines mehrfach citirten, im Monatsberichte 
der hiesigen Akademie vom Juni 1881 abgedruckten Aufsatzes^). 

^) Band II S. 146 f. dieser Ausgabe. H. 
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M^„ W,, U;,, ... W;,.,, fV^r^, «'«^i^J!, «^m + t'^mi ••• 

m;„ u;„ w;,, ... «;^, «^^+1^^, ^m^.Kf ^fn^sK^ ••• 



mit beliebig weit fortgesetzten Horizontal- und Vertical-Reihen ist daher 
modtUis F^^, F^^^^, . . . V^^__^ jede Verticalreihe eine lineare homogene 
Function der m unmittelbar vorhergehenden; 

jede Determincmte (m + 1)**^ Ordnung dieses Systems ist also modulis 
^m,m> ^m.m+1^ ' ' ' ^m, «-1 ^OM^fTwe»* JVwZ/^ d, k. dcT Bong des Grössen- 



^..Fr'"^^ (p,,-o.i.^...) 

ist in Beziehung auf das aus den n — m Determinanten: 

ZU bildende Modulsystem genau gleich m. 

Femer folgt hieraus mit Hülfe der am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
gegebenen Entwickelungen: 

dass eine Potenz jeder atis dem Grössensysteme: 

m;^ (j), «—0, 1, 2,...) 

p+q 

ZU bildenden Determinante {m + 1)'*^ Ordnung, nach Multiplication mit 

24* 
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einer genügend hohen Potenz von F„, modtdis TF„, TT^+i, . . . W^^^ 
congruent NtUl wird, also das aus den n — m Hauptdeterminanten: 

l^+^l \ r=0,l. «,...»-111-1/ 

ZU bildende Modulsystem enthält. 

Nimmt man fdr ö^,, ö^, . . . ö,.^, v^, v^, . . . v^_,^ irgend welche ganze 
Grössen eines natürlichen Rationalitatsbereichs (9t', 91", . . . 91^""^^), so sind 
auch Wqj w^j w^j ... ganze Grössen desselben Bereichs; denn die ersten 
2n Grössen w sind nach §§ 1 und 3 mit den Grössen t) und v durch die 
Belationen: 

^k + ^-1*^»-1 + ^n^^^k-t + • • • + ^0*^».» - »-"• »+^' •• «-*> 

verbunden, wahrend sich die Grössen w^^j ^««+i> • • • alsdann durch die letztere 
Gleichung für Ä;^2n bestimmen. 

Die Determinanten {n + 1)*^ Ordnung, welche aus dem System: 

gebildet werden können, sind sämmtlich gleich Null. Der (absolute) Bang 
dieses Systems ist also gleich n, wenn die Determinante n**' Ordnung: 

\%^^\ (p., -0,1.. ..»-!) 

von Null verschieden ist; aber der „Bang in Beziehung auf ein Primmodul- 
system" (M\ M'\ M'\ . . .) des BationaHtatsbereichs (Sfl', Sfl", . . . 9fl^"-'0 ist 
gleich m, wenn m die grösste Ordnungszahl aller das Modulsystem {M\ M*\ Jf' ",.••) 
nicht enthaltenden Determinanten ist. Da aber oben gezeigt worden ist, dass 
jede aus dem Systeme w^^^ zu bildende Determinante {m + 1)*^ Ordnung, 
nach Multiplication mit einer Potenz der Determinante F^, das aus den 
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n — m spedellen Determinanten (m + !)*•' Ordnung F^^, F^„+i, ... F^,_i 
bestehende Modulsystem enthält^ so genügen für die Charakterisirimg der 
Bangzahl m die Bedingungen: 

(S.) r^ nicht =0, F^^ = 0, 7^,,, = 0, •.. F^,., = (modd. J£', Jf ", Jf '", . . .) 

oder: 



(s'O 



u>. 



»+*l 



nicht =0, \w,^^\ = (modd. M', M", M'", . . .) 



(^, AsO, 1, ... TO-l), ('=0, 1, ... m-l, m; *=0, 1, ... m-1, I; <am, m+1, ... n-l), 



welche, vermöge der Congruenzen (Ä^.) und (Ä,.) im § 3, und weil 
{M\ M'\ M"\ . . .) als ein Pnwmodulsystem vorausgesetzt worden, mit den 
Bedingungen: 

(SR.) F, oder TT^, nicht =0, TF^ = 0, TF^,, = 0, ... TF,., = 

(modd. Jtf ', Jf ", -M'", . . .) 



oder: 



l') 



ii;_| nicht =0, |w^^^J = (modd.M', M", M'", ...) 



(^, AsO, 1, ... m-l) 



(p, g=0. l,2,...m+r;r=0, 1, 2, ... n-m-l) 



Völlig äquivalent sind. Aus diesen letzteren Bedingungen geht hervor, dass 
es genügt, 

die Bangzahl m als die grösste Ordnungszahl aller das Modulsystem 
nicht enthaltenden J9ai(pMeterminanten: 



(31) 



w«. 









%' 


«"i» 


«"i 


«»o» 


^1 














} 


^1> 


«;„ 


«'s 


«"l» 


«'. 
















tr„ 


w«, 


«»4 



ZU definiren; 



und dies ist wohl die einfachste Weise, den Bang eines Systems w^^^ in 
Beziehung auf irgend ein Primmodulsystem zu charakterisiren. 
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§5. 

Gemäss der Aequivalenz {&.), am Schlüsse des § 2, müssen Con- 
gruenzen: 



für das Modulsystem 



rl^ix) = dix) w''-''\x), r* rix) = q(.x)w"'-\x), 
vi Tr<"-"'(x) = rXz)»(x) + FjlPCo:) rix) 



bestehen, in welchen: 

Sß{x), D(rr), Pix), Q{x) 

ganze Functionen von x bedeuten, deren Coefflcienten ganze ganzzahlige 
Functionen der Variabein ü und v sind. 

Nach § 1, (e^,.) und (©.) kann z. B. 

$(a;) = F^'"-"^(:p) , P{x) ^^"^-'Xx), D(^) - »^"^(^), ^(ic) - F^'"^(a:) 

genommen werden. 

So wie nun überhaupt durch drei Gleichungen: 

(a) (Pix)^f{x)gix), ^{x)^f{x)h{x), f{x)^(p{x)fp^{x) + ^{x)^^{x), 

in denen f{x)y g{x)^ h(x), q>(x)y q>i{x), ^(rr), if^(x) ganze Fimctionen von x 
bedeuten, 

f{x) als grösster gemeinsamer Theiler von q>(x) und i;{x) 
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vollständig charakterisirt wird, so lässt sich auch der Inhalt jener fundamen- 
talen Aequivalenz (®.) dahin formuliren, dass 

die Function Tr^'"'"^(a;) dm grössten gemeinsamen Theüer der beiden 
Functionen FJ;«(ä;) und V^^Vix) modulis F^^^, F^^^,„ ... F^,,_, 
darstellt. 

Es muss sich daher bei dem Verfahren zur Au&uchung des grössten ge- 
meinsamen Theilers von V{x) und ^(x) die mit TF^""'"^(a:) bezeichnete 
Function als solcher ergeben, wenn man bei diesem Verfahren jede ganze 
Function der Coefficienten ü und v gleich Null setzt, die sich als ganze 
lineare homogene Function von: 

V V V 

darstellen lässt, deren Coefficienten selbst ganze Functionen der Grössen t> 
und V sind. 

Es seien nun, wie im vorigen Paragraphen, die Coefficienten von ^{x) 
und V{x) ganze Grössen des natürlichen Rationalitatsbereichs (SR', SR", ... 91^" ~*^), 
femer bedeute {M\ M'\ M"\ . . .), ebenso wie dort, ein Primmodulsystem 
desselben Bereichs, und der Bang des aus den Entwickelungscoefficienten 
w^j Wj^, «;,, ... von: 

y^ — w^x'' + w^ x'^ ^w^x'^ + ... 

zu bildenden Systems: 

%; ^17 W^2^ ••• 
W^, W^, M^3, ... 

^if «^8; «^41 ••• 
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sei in Beziehung auf das Modulsystem {M\ M'\ M"\ . . .) gleich m. Als- 
dann ist dieses Modulsystem in dem Modulsysteme (F^^, F^,w+i» • • • ^m,ii-i) 
enthalten, und die obigen Congruenzen (?p.) gelten daher auch modtdis 
M\ M'\ M.*'\ .... Da femer, gemäss der Charakterisirung der Bangzahl m, 
die Determinante F^ das Primmodulsystem {M\ M'\ M"\ . . .) nicht ent- 
halt, so kann der Factor FJ| in der letzten der drei Gleichungen (?p.) weg- 
gelassen, in den beiden ersten aber durch eine in Beziehung auf das Modul- 
system {M'y M'\ M"\ . . .) primitive oder Einheits-Form E ersetzt werden. 

Hiemach bestehen fflr das Modulsystem {M\ M'\ M"\ . . .) Con- 
gruenzen: 

i W'''"'\x) = ^{x)^{x) + Fix) V{x), 

welche die Function Tr^"~'"^(a;) als grössten gemeinsamen Theiler von ^{x) 
und V{x) modtdis M\ M'\ M"\ . . . charakterisiren. Ebenso wie aber jenes 
System von drei Gleichungen (D.) einfach durch die Aequivalenz 

(9(0?), M>{x))c^f{x) 

ersetzt werden kann, welche zeigt, dass das Divisorensystem {q>{x)^ i^{^)) 
sich auf den einfachen Divisor f(x) reduciren Iftsst, so kann auch der wesent- 
liche Inhalt des Systems der drei Congruenzen (^), mit Weglassung der 
nebensachlichen Functionen 0(0?), Q{x)y ^(x), ^(^)> durch die Aequivalenz: 

(^) (»(^), F(a?)) oo TF^"-"'^^) (modd.Jlf', M", M"\...) 

einfach und deutlich dargestellt werden. 

In dieser Aequivalenz ist der Zielpunkt der vorstehenden Aus- 
einandersetzungen enthalten, nämlich die Bestimmtmg des grössten gemeinsamen 
Theiler s zweier ganzen Functionen SJ(a?) und V(x) ßr irgend ein Primmodul- 
system {M\ M'\ M"\ . . .). Denn mit Hülfe der Entwickelungscoefficienten 
w^y w^, w^j ... von: 
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X) -1 I -S I -8 I 



läset sich der grösste gemeinsame Theiler von SS(a?) und F(a;), welcher oben 
mit TT^*"*"^ (x) bezeichnet worden ist, als ganze Fimction (n — m)^" Grades 
von Xy nach § 2 durch: 



A>sfi— m rnall 



2 ^^2 \\^i 



AaO rasA + fl 



V+»I 



(<=0, l,...m-2,m-l \ 
AsbO, l,...m-S, r~k~l) 



oder durch die Determinante: 



»(o:), 



Wi 



o> 



w, 



i> 



to. 



m-S 



• • • • 

• • • • 

• • • • 



darstellen, und die Zahl m ist hierbei durch den Bcmg bestinmit, welcher 
dem Grössensystem: 



w^, w^, w. 



%9 • • 



^ly «'t' «^8^ ••• 



u;,, w^, w^ 



4' 



in Beziehung auf das Modulsystem {M\ M*\ M"\ . . .) zukonmit. 

Die Bestimmung des grössten gemeinsamen Theilers, den zwei Functionen 
^{x) und F(^) an sich, d. h. ohne Beziehung auf irgend ein bestimmtes 
Modulsystem haben, kann als ein specieller Fall des oben behandelten 



L. Kromeoker*! Werke IlL 



26 
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Problems aufgefasst werden. Denn wenn man dem Bationalitatsbereich 
(91', 91'', . . . 91^""^^), welchem die Coeffidenten von SS(a?) und V{x) angehören, 
eme neue Variable 9i hinzufügt und diese selbst an Stelle des Modulsystems 
{M\ M'\ M"'j . . .) als Modul einführt, so besteht die Aequivalenz (91) 
offenbar nicht nur mod. 9i, sondern auch an sich, da die Coefficienten der 
Functionen SS(a?), V(x) und Tr^*"'"^(a?) von 91 unabhängig sind und also jede 
ganze Function dieser Coefficienten, welche mod. 91 congruent Null ist, auch 
gleich Null sein muss. 



§6. 

Für den einfachen Fall des absoluten Bationalitatsbereichs 9i — 1 sind 
»0, öl, . . • t;^, t;j, . . . w^y w^j . . . ganze Zahlen, und an die Stelle des Prim- 
modulsy^ms {M\ M'\ M"\ . . .) tritt eine gewöhnliche Primzahl p. Ist als- 
dann die Determinante m**' Ordnung die letzte in der Beihe der Haupt- 
determinanten: 



t^. 



o> 









%, 


«"i» 


w. 


%, 


«'l 














} 


»>1> 


«;„ 


«*« 


^1> 


w. 
















«;„ 


«'s» 


»« 



deren Werth nicht durch p theilbar ist, so ist (nach § 4) der Rang des 
Systems der Zahlen w^^^ in Beziehung auf den Modul p genau gleich m, und 
die beiden ganzen ganzzahligen Functionen von x: 

öo + »1^ + 02«* + • • • + ö,-i«''"S ^0 + ^1^ + «^2«* H 1- «'»-i«*"' + «" 

haben, modtUo p betrachtet, einen grössten gemeinsamen Theiler vom Grade 



so ist: 



Nimmt man speciell n ^p — 1, t;^^ — — 1, t;i — 0, t;, «— 0, . . . v^^^ — 0, 
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•^*+.*-v*-ii also t«^,^.»-«^, C"o:l;:..L"Li)' 

und es wird dann durch die obigen Entwickelungen der grösste gemeinsame 
Theiler der beiden ganzen ganzzahligen Functionen von x: 

w^T^'^ + iTj«'"* + IT,«'"* H h %.,» + %-, lind x'"* — 1 

modtdo p bestinmit Da dieser aber nichts Anderes ist als das Product: 

(x—x,)(x—x;) ... (a?-x..j, 

wenn a?^, a?,, ... x^_^ die sftmmtlichen, unter einander und von Null ver- 
schiedenen Wurzeln der Congruenz: 

(©.) •r.x'-* ^u^y^^...^ u>^^^x + ir^., = (mo^p) 

bedeuten^ so ist es eben dieses Producta welches nach § 5 durch den Quo- 
tienten zweier Determinanten m*" Ordnung: 

(mod. |)) dargestellt vriird, und es sind die Bedingungen für das Vorhanden- 
sein von genau n — m unter einander und von Null verschiedenen Con- 
gruenz wurzeln, welche dadurch ausgedrückt werden, dass die Determinante: 

für r — n — 1, n — 2, ...m durch p theilbar, aber für r — i» — 1 nickt durch 
p theilbar sein soll. 

Gemäss § 4 (S'.) können diese Bedingungen durch die folgenden 
ersetzt werden: 

«6* 
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(®"-) |«',+»| Glicht =0, |«'<+»|=0 (mod.p). 

Mit diesen sind aber, wie im § 4 gezeigt worden ist, zugleich die Bedingungen 
dafar erföllt, dass sftmmtliche Determinanten (m + 1)*^ Ordnung, welche aus 
dem Systeme 

W^^^ (/. 4-0.1. ...n-l) 

gebildet werden können, aber nicht sftmmtliche Determinanten m^ Ordnung 
p als Factor enthalten. 

In dieser letzteren Weise sind die Bedingungen f&r die Existenz von 
n — m Congruenz wurzeln von Herrn König aufgestellt und von Herrn Bodos 
als nothwendig und hinreichend nachgewiesen worden*). Nach der hier ein- 
geführten Terminologie finden die König'schen Bedingungen ihren Ausdruck 
einfitch darin, 

dass der Bang des Systems 

in Beziehung auf den Modul p genau gleich m sein soll. 

Aber hierfdr sind auch schon die je n — m + 1 Bedingungen (©'.) oder (©".) 
ausreichend, und deren Anzahl ist wesentlich geringer als die Anzahl der- 
jenigen, welche bei der JTön^'schen Formulirung gebraucht werden. 

Dafür, dass die Congruenz (@.) überhaupt eine von Null verschiedene 
Wurzel habe, genügt die Bedingung: 

|w;^^j^[^0 (mod.p) cr, a-o, i, ... »-i) 



*) S. 258 dieses Bandes *). 

^) Diese Bedingimgeii sind Ton Herrn Julius König im "V^ter 1881/2 in den Uebongen des 
mathematischen Seminares an der technischen Hochschule zu Budapest mitgetheilt worden. H. 
*) Vgl die Anmerkung (1) a. S. 167 dieses Bandes. H. 
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oder also*): 



ihkni 



JJ 2 '^ifi " ^ (mod. p) (A, t«o, 1, . . . «-D , 



h k 



Diese Bedingung findet sich schon — wenn auch unter etwas anderer 
Form — bei Schoenemann. Dass sie in der That genügt, erhellt aus der 
Congruenz: 

thkni 

U^w.e " =/Z-5'«^i^** (mod.p) (»,»«0, 1,... «-d, 

h k h k 

in welcher g eine primitive Congruenzwurzel von p bedeutet; diese Con- 
gruenz selbst aber ergiebt sich unmittelbar aus der Congruenz: 

Uix — e " )^^II{x — g) (mod.|)) (ä-o, i,...«-i), 

h h 

wenn man das Lemma benutzt, welches ich im § 1 meiner Inauguraldisser- 
tation**) aufgestellt und bewiesen habe. 



IV. 
AnflSsnng eines speciellen Systems von Congmenzen. 

§1. 

Die im vorigen Artikel enthaltenen Entvriickelungen können zur Auf- 
lösung des Systems von n Congruenzen: 



(1.) 2 ^Ä+*9* ^ ^h (niodd. M f Jf , M , . . .) (*— 0, 1, ... n-i) 



*) BaUee/s Determinantenbuch V. Aufl. § 11, 1. 
**) Bd. 93 dieses Journals S. 2^). 

^) Band I S. 10—11 dieser Aasgabe yon L, Kronecker' % Werken. H. 
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benutzt werden, <L 1l sowohl zur Ermittelung der Bedingungen, welchen die 
als gegeben betrachteten Grössen w und u^ genügen müssen, damit die 
Congruenzen Lösungen zulassen, als auch zur Bestimmung der gesuchten 
n Grössen 9^ selbst im Falle der Lösbarkeit. 

Hierbei bedeuten die Grössen Jf, tr, ufi ganze Grössen eines natür- 
lichen Rationalitatsbereichs (91', 91", . . . 91^""^^. Ueberdies soll — wie im 
zweiten Theile des § 5 (art. III) — {M\ M'\ M"\ . . .) ein iVtmmodulsystem 

und w^x"^ + w^x"^ + «?,a?"' H die Entwickelung des Quotienten der beiden 

Functionen SJ(rr) und F(rr), i L 

^ + ^^ H 1- ^-i*""' ^d v^ + v^X'\ h t;,_,x*'' + «• 



sein, deren Coefflcienten t) und v ebenfalls als ganze Grössen des Bereichs 
(91', 91", . . . 91^""^^) vorausgesetzt werden. 

Definirt man nun uf^j w\^^^ . . . durch die Gleichungen: 

2 **'A + Jk9i = **'A (»-«,11+1,... In int), 



ft»0 



in welchen die Grössen 9^ eben die den Congruenzen (1.) genügenden 
Grössen bedeuten, so sind die Grössen w\ durch eine lineare Recursions- 
formel mit einander verbunden, deren Ordnung höchstens gleich n ist, und 
die Reihe: 



A = 



2< 



.0^-»-! 



A»0 



stellt daher eme rationale gebrochene Function von x dar, in welcher der 
Nenner höchstens vom Grade n ist Bezeichnet man diesiö, in reducirter 

Form, mit ^^ [ , so wird das System der Congruenzen (1.) in der Con- 

V (x) 

gruenz: 
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*J 3"tr,,,9»a^-*-^ = ^ (modd. Jf', M", . . .) 
zusammengefasst, und diese kann^ wenn darin fdr die Beihe: 

ihr Werth ^^ substituirt wird, noch folgendermaassen dargestellt werden: 

(^•> W) *.^"''"*'"* - ^ + ^(*) ("*'^^- ^'' ^"' • • •)' 

wo 0(x) eine ganze Function von x, nämlich: 

bedeutet. Multiplicirt man nun diese Congruenz (2.) mit der ganzen Func- 
tion ^{x)y welche in der letzten der drei Congruenzen (^.) im art. Ill, § 5 
vorkommt, und mächt dann von den leiden letzten Relationen (^.) Gebrauch, 
so folgt, dass: 

(3.) —h^l^ ^ m»V) + a,(x) (modd. M\ M\ . . .) 

sein muss, wo G^{x) eine ganze Function von x bedeutet. 

Schon die Congruenz (2.) lehrt, dass der Bruch -^ött ^^^^ modulis 
M\ M'\ . . . auf einen solchen mit demselben Nenner wie der Bruch ^p^ , 

also nach art. HI, § 5, (^.) auf einen Bruch mit dem Nenner Q(x) reduciren 
lassen muss. Die hierfür erforderlichen Beziehungen ztvischen den Grössen 
w und vP bilden die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Lösbar- 
keit der Congruenzen (1.). 
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Wenn die Congruenzen (1.) erfollt sein sollen, muss sich also die 

Reihe wlx'^ + w[x~^'i (im Sinne der Congruenz für das Modulsystem 

{M', M'\ . . .)) durch einen Bruch mit dem Nenner V(x) darstellen lassen. 

Bei Einfahrung des Zahlers dieses Bruches V{x) ^wlx'''''^ lassen sich aber 

die Bedingungen der Lösbarkeit der Congruenzen (1.) einfach durch die 
Congruenz: 

(4.) r(x) ^fvlx'-''' = (modd. f8(x), V(x), M\ M'\ . . .) 

ausdrücken, welche unmittelbar aus der Congruenz (2.) hervorgeht. 

Sind die Bedingungen fttr die Lösbarkeit der Congruenzen (1.) erfüllt, 
so bestimmen sich vermöge der Bdation (3.) die Grössen y^ durch die Congruem: 






(5.) E. 2 9u^^ = It{x) + Q{x)S{x) (modd. M\ M'\ . . .) , 



wenn darin JB(aj) diejenige ganze Function [m — 1)*~ Grades bedeutet, für 
welche die Differenz: 

(6.) *Ä^ ^ m („,odd. M\ M\ . . .) 

einer ganzen Function von x congruent ist, und wenn femer für S{o^ eine 
beliebige ganze Function des Grades w — w — 1 genommen wird. Der Aus- 
druck auf der rechten Seite der Congruenz (5.) wird alsdaim, da Q{x) vom 
m*^ Grade ist, in der That vom Grade n — 1. 

Die in der Congruenz (5.) enthaltene Bestimmung der Grössen tp 
lässt sich auch im Anschluss an die Bedingungscongruenz (4.) durch die 
Congruenz: 

(7.) F(a;) ^wlx'""^ = »(o:) ^V«* (modd. V{x), M\ M'\ . . .) 

kssxO k=aO 

ausdrücken, welche sich unmittelbar aus der Congruenz (2.) ergiebt. 
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Die Function S(x) enthält n — m beliebige Coefficienten; es giebt 
daher, falls die Congruenzen (1.) überhaupt Lösungen zulassen, eine (n — m)- 
fache Mannigfaltigkeit von Grössen (p^, welche jenen Congruenzen genügen. 
Dass dies der Fall ist, wenn die Grössen wl sänuntlich congruent Null sind, 
geht schon aus den allgemeinen Entwickelungen im art. II hervor. Die Con- 
gruenzen sind dann stets lösbar, und die gesuchten Grössen tp^y 9^, ... 9^_j 
bestinmien sich in ihrer {n — m)-fechen Mannigfaltigkeit: 

als (dem Integritatsbereich [91', 91", . . . 91^""*^] angehörige) Coef- 
ficienten irgend einer das Modulsystem (Q{x\ M\ M'\ . . .) ent- 
haltenden ganzen Function (w — 1)***° Grades von x, 

wenn für Q{x) die im art. ÜI, § 1 mit V^"'^{x) bezeichnete Determinante: 

genonmien wird, und wenn m den Rang des Coefficienten-Systems der Con- 
gruenzen (1.) in Beziehung auf das Primmodulsystem {M\ M'\ . . .) bedeutet. 
Denn die im art. III, § 2 hergeleitete Congruenz >f7't"-"»-^> (^) = besteht 
bei den gemachten Annahmen für das Modulsystem {M\ M'\ . . .), und die 
Gleichungen (®.) im art. III, § 1 ergeben dann, dass der Bruch r=j-!- sich 
modulis M' y M'\ ... auf den Bruch ^^^ ' reducirt, dass also in der That 

die Function F^"*^(a?) für den oben mit Q{x) bezeichneten Nenner genonmien 
werden kann. 

Das hier benutzte Resultat, dass die Rangzahl m mit der Gradzahl 
der Function V^'^\x) identisch ist, mag an dieser Stelle nochmals hervor- 
gehoben und imabhängig von der vorstehenden Entwickelung folgendermaassen 
formulirt werden: 

„Sind w^y w^y w^y . . . ganze Grössen eines natürlichen Rationa- 
litätsbereichs, und wird durch die unendliche Reihe 

w^x"^ + w^x'^ + w^oT^ + . . . 

L. Kroneokar'i Werke HL 26 
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— im Sinne der Congruenz für ein Priminodul8j8tem desselben 
Bereichs — eine rationale Function von x dargestellt, so bezeichnet 
die Zahl, welche den Bang des Systems: 

U?^^j (<,»-0, 1. t....lnint) 

in Beziehung auf das Modulsystem angiebt, zugleich den niedrigsten 
Grad, auf welchen der Nenner der durch die Beihe dargestellten 
Function reducirt werden kann." 

Es folgt hieraus, dass auch der absolute Bang eines Systems w^^j^ mit 

dem Grade des Nenners des durch die Beihe w^x'^ + w^x'^ + w^x'^ -\ 

wirklich dargestellten (reducirten) Bruches übereinstinunt; denn gemäss der 
Bemerkung am Schlüsse des § 5 ari in kann dies als ein specidleres Besultat 
aufgefasst werden. 



§2. 

Für den ein&chen Fall des absoluten Bationalit&tsbereichs 91 — 1 
sind w^y w^j tt?j, ... tt?J, w\y w\y ... ^^, 9)^, 9)3, ... ganze Zahlen, und an 
die Stelle des Primmodulsystems tritt ein Primmodul p. Nimmt man nun 
V{x) — a?" — 1, so wird für jede ganze Zahl ä: 

und es ist demnach: 

(8.) 2d^k^ •=" n — ; 1 2d^k^ ^ 



Für die Lösbarkeit der Congruenzen: 

(9.) 2 ^h^jc9k^^\ (mod.j)) (A-o,i,...ii-i) 
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ist also — gemäss der Bedingung (4.) im § 1 dieses Artikels — nothwendig 
und hinreichend^ dass die Congruenz: 



. 5 «^? «""*"' = (modd. |> , a?" - 1 , 5 



(10.) . 2 «^; «""*"' = (modd. |> , a?" - 1 , 2 «^*^""*"') 



erfüllt sei, und wenn dies der Fall ist, wird die Bestimmung der Grössen tp 
gemäss § 1 (7.) durch die Congruenz: 



*«0 *— »—0 



(11.) 2 A^"''"^= 2 9>*a?* J' «^A«?"-*-' (modd.p, a?"-l) 



gegeben. 

Im Falle n— »jp — 1 ist das Modulsystem der Congruenz (10.) dem 
Systeme (p, {x — x^ (x — x^).. .) aequivalent, wenn x^, x^,... die untereinander 
und von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 

»-P-2 

2 w.x^~^''^ = (mod.f>) 

bedeuten. Die Congruenzbedingung (10.) besagt demnach nichts Anderes, als 
dass die Congruenz: 

3^u;V-*-' = (mod.p) 
für alle von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 

2 «;.a:'"*-^ = (mod.i>) 

»—0 * 

erfüllt sein muss, und dies ist also nothwendig und hinreichend für die Lös- 
barkeit der Congruenzen: 

26* 
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^ w,,^g).^w. (mod.jp) (a-o, i, ...p-s), 

in denen %_i — ««'o» %~^i? • • • ^«p-4~%-8 ^^ nehmen ist. 

Im Falle n=p wird das Modulsystem der Congruenz (10.), da 
x^ — 1^(0? — l)** (mod. p) ist, einem Modulsysteme {p, (x — iy""^) aequivalent, 
in welchem der Exponent von x — 1 höchstens p — l sein kann, weil das 
letzte Element des Modulsystems der Congruenz (10.) nur vom Grade ^ — 1 
ist*). Die Congruenzbedingung (10.) besagt hiemach, dass 

die Function ^ wl a?''"*"^ modtUo p durch die höchste Potenz von 
x — 1 theilbar sein muss, welche in der Function ^ w;^a?'' * ^ als 



Divisor modulo p enthalten ist. 



*=o 



und dies ist also nothwendig und hinreichend für die Lösbarkeit der Con- 
gruenzen: 

^ ^h+kVk = ^l (mod.|?) (*=o, 1, ..p-i), 

in denen w^'^^Wq, w^^^ — «^j, . • . «^ap-a = %-2 ist. 

Nimmt man alle p Zahlen w^ gleich JEHns, so wird: 

5 t^l ^^'^'' = {x- ly^ (mod. p), 
und die Bedingungen der Lösbarkeit der Congruenzen: 

(12.) *^^*+*''* — ^ imoLp) 



*) Es wird hierbei natürlich yorausgesetzt, dass nicht alle Grössen w congruent 
Null sind. 
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sind daher fftr jedes beliebige System von Zahlen w^^ w^, ... w^_^ erftlllt, 
falls nur nicht alle durch p theilbar sind. Die aUgemeinsten Werthe von 
9o7 9>i9 • • • 9>p-i werden hier, gemäss den im § 1 gegebenen Vorschriften, in 
einfacher Weise durch die Congruenz: 

(13.) ^ (p,x^ = r (x - if (modd. p,(x— If) 

definirt, und die Zahlen m und r sind dabei durch die Congruenzen: 

(14.) JS w.z'"^-^ = {x^ iy-'^i^(x), r^(l) = 1 (mod. p) 

bestimmt, welche (x — iy"' als die höchste in ^ u^^o;''"*""^ (modtdo p) ent- 
haltene Potenz von x — 1 charakterisiren. *"* 

Dass die so definirten Grössen q> in der That den Congruenzen (12.) 
genügen, zeigt sich unmittelbar, wenn man die beiden Congruenzen (13.) 
und (14.) mit einander multiplicirt Dann kommt nämlich: 

2 ^k^~''' 2 %x*^rt(x)(x—iy-'^ (modd.i>, (x - 1)0, 

und da: 

rt(x) = 1 (modd. j>, x - 1), (x — 1)''"' = l + x + x^-\ 1- a?'^"' (mod.i>), 

^tOj^x^'*"^ 2g>^x^ ^ ^w^^j^q>^x'''^'^ (mod. x^ — 1) (*. *=o, i, ... p-i) 

ist, so resultirt die Congruenz: 

-2'«'A4.i9>*^^"*"^ ^ ^a:''"*"* (modd. p, x^ — 1) (*, *=-«, i. • .p-D, 

aus welcher die p Congruenzen (12.) oflPenbar folgen. 
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Die Lösbarkeit der Congruenzen (12.) brauchte ich als Lemma fftr 
S&tze aus der Theorie der algebraischen Gleichungen ^ welche ich in meinen 
öffentlichen Universitatsvorlesungen in diesem Wintersemester entwickelt 
habe. Ich habe dabei zwei verschiedene , jedoch etwas complicirte. Beweise 
fftr das Lemma gegeben. Aber Herr Bunge , welcher den Vorlesungen 
beiwohnte^ hat dann einen einfacheren Beweis gefunden, und mir eine Mit- 
theilung darüber gemacht, welche mich auf die obige Beweismethode und 
auch auf die Behandlung des allgemeineren Problems in § 1 dieses Artikels 
geffthrt hat. 

§3. 

Nimmt man för die Grössen wl in den Congruenzen (1.) des § 1 
dieses Artikels die Grössen w^^^^, so wird diesen Congruenzen offenbar durch 
die Werthe: 

q>^^ — t?j (modd. M , M , . . .) (*— o, i, ... «-d 

genügt, da die Grössen v und w durch die Relationen: 

»=«-1 

(15.) W,^^ + ^ V^fV,^, - (A-O. 1. t. ...) 



mit einander verbunden sind. Es sind dies aber nur dann die einzigen 
genügenden Werthe der Grössen 9^, wenn der Rang des Systems: 



tP^^j^ (<,*=0, 1,1, ...Inint) 



in Beziehung auf das Modulsystem {M\ M'\ . . .) genau gleich n ist. Für 
die hier angenommenen Werthe der Grössen w^ wird nämlich: 






X 



V\x) 
und wenn man hierin a:" durch V{x) — ^ v^x^ ersetzt, so bestimmt sich 



fta-M-l 
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Division von: *'"^ 



vermöge der Congruenz (5.) des § 1 die Function 2^ ^k^ ^^ ^^^ ^st der 

— 2 t^^o?* 



durch Q{x)j unter Hinzufftgung eines Ausdrucks Q(x)S(x), in welchem S{x) 
eine beliebige ganze Function des Grades n — m — 1 bedeutet. Nur dann 
also, wenn die Zahl m, welche den Rang des Systems w^^j^ bezeichnet, genau 
gleich n ist, werden die Grössen q>^ durch die Congruenz: 



2 tp,x^ ^ — 2 ^k^^ (modd. M\ M'\ . . .) 

vollständig bestimmt 

Nach den im § 1 gemachten Voraussetzungen ist V{x) eine ganze 
Grösse des Bereichs {Xy 91', 91", . . . 91^""^^). Ist mm diese Grösse V{x) irre- 
ductibel, so kann sie keinen Factor niedrigeren Grades Q{x) haben, und 
zwar auch nicht im Sinne der Congruenz flr das Modulsystem {M\ M", . . .), 
wenn die Irreductibilitat von V{x) in demselben Sinne vorausgesetzt wird. 
Der Rang des Systems w^^j^ in Beziehung auf das Modulsystem (Jf ', M'\ . . .) 
kann dann also niemals kleiner als n sein, welche Grössen des Bereichs 
(91', 91 ", . . . 91^""^^) man auch für die Grössen ö nehmen mag. An Stelle 
der Grössen b kann man aber auch^ wie schon im art. m, § 3 [S. 180] 
erwähnt worden, die ersten n Grössen w beliebig annehmen. 

Die Irreductibilitat einer ganzen Function von x: 

^0 + ^1^ + «'a^* H 1- ^«-1^*"^ + ^"^ 

in Beziehung auf ein Modulsystem (M\ -Jf ", . . .), lasst sich hiernach dadurch 
charakterisiren, dass der Rang des Systems: 
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tO.^^ (', *=0, l,...n-l) 



stets gleich n ist, wenn für w^, w^y . . . w^_^ beliebige ganze Grössen des- 
selben Bereichs (91', 91 ', . . . 91^""^^) genommen werden, dem die Coefficienten 
v^y v^y ... t;^_j angehören, und wenn femer die Grössen w^y w^^^y . . . t^g^., 
mittels der Belationen (15.) aus den ersten n Grössen w und den Grössen v 
bestimmt werden. 
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EIN FUNDAMENTALSATZ DER ALLGEMEINEN ARITHMETIK. 



Die arithmetische Behandlung der algebraischen Grössen fährt mit 
Nothwendigkeit dazu^ den Gauss'Qchen Congruenzbegriflf so zu erweitem, dass 
auch „Systeme von Moduln" an Stelle des einfachen Congruenzmoduls zu- 
gelassen werden. Bei der weiteren Ausbildung der Theorie der Modul- 
systeme zeigt sich aber, dass dadurch zugleich die Untersuchung der alge- 
braischen Grössen auf die der rationalen Functionen von VEuriabeln reducirt 
wird*). Es lag daher die Vermuthung nahe, dass die Theorie der Modul- 
systeme das Mittel gewähren möchte, bei der arithmetischen Behandlung der 
algebraischen Grössen die Auffassung derselben als „irrationaler Grössen" 
überhaupt entbehrlich zu machen und in den bezüglichen Gebieten der 
Algebra in principieller Weise die algebraischen Grössen durch rationale 
zu ersetzen. Dass dies in der That der Fall ist, soll in den folgenden Ent- 
wickelungen gezeigt werden, deren Zielpunkt 

die Bestimmung eines Primmodulsystems ist, für welches eine gegebene 
ganze Function einer Variabein sich als Product von Linearfactoren 
darstellen lässt. 

Die vorliegende Abhandlung enthält somit eine „Anwendung der Modul- 
systeme auf eine elementare algebraische Frage", und sie kann demgemäss 

*) Vgl. die Einleitung in meiner Festschrift zu Herrn Kummer^ b Doctorjubiläum, 
Bd. 92 dieses Journals S. 2^. 

^) Band II S. 246—247 dieser Ausgabe von L, Kranecker'B Werken. H. 

27» 
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als eine Fortsetzung meines im 99. Bande dieses Journals veröffentlichten 
Aufsatzes angesehen werden, an welchen sie sich auch in den Definitionen 
und Bezeichnungen aufs Genaueste anschliesst. 

Da die Theorie der Modulsysteme den Begriff der algebraischen 
Grössen, in dem bisherigen Sinne, bei arithmetischen Untersuchungen über- 
flüssig erscheinen lässt, so genügt es, die Arithmetik auf die Behandlung 
ganzer ganzzahliger Functionen unbestimmter Variabdn auszudehnen. Die arith- 
metische Theorie solcher Functionen, d. h. also: 

die arithmetische Theorie ganzer Grössen eines Idiebigen natürlichen 
Bationalitätsbereichs 

ist es, die ich mit dem im Titel vorkommenden Ausdruck: ^yoUgemeine Ärithr 
metik^^ in passender Weise zu bezeichnen glaube. Dass för das hiermit 
charakterisirte mathematische Gebiet die Zerlegung der ganzen Functionen einer 
Varialdn in lineare Factoren im Sinne der Congruenz für ein Primmodulsystem 
von fundamentaler Bedeutung ist, bedarf keiner näheren Darlegung; es genügt 
vielmehr der Hinweis darauf, dass auch jener Satz über die Zerlegimg im 
gewöhnlichen Sinne in der Regel, nach dem Vorgange von Gauss, als ein 
Fundamentalsatz der Algebra aufgefasst und bezeichnet wird. 

Die Wichtigkeit der Bestimmung eines Pnwmodulsystems besteht darin, 
dass nur Congruenzen für Pnmmodulsysteme genau wie Gleichungen be- 
handelt werden können, weil nur fttr Primmodulsysteme aus der Congruenz 
Ä'B^O geschlossen werden kann, dass entweder Ä oder B congruent Null 
sein muss. 



Bedeuten c^, Cg, ... c^ ganze Grössen des natürlichen Bationalitäts- 
bereichs (91', 91 ", ... 91^""^^), und setzt man: 



^) üeber einige Anwendungen der Modnlsysteme auf elementare algebraisohe Fragen. Bd. III 
S. 147—208 dieser Ausgabe von L. Kronecker'a Werken. H. 
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80 ist F(x) eine ganze Grösse des Bereichs (x, 91', 91", . . . 91^""*^). Bezeichnet 
man nun femer, wie im § 11 meiner mehrer wähnten Festschrift, mit fi, f„ . . . f, 
die n durch die Gleichung: 



definirten elementaren symmetrischen Functionen der unbestimmten Variabein 
x^y x^, ... oj^, so besteht die Congruenz: 



(1.) F(x) = (x — x;)(x-^x;)''.(x-xJ (modd.f,-c,, f, - c,, . . . f^ — cj 
oder, wenn zur Abkürzung: 

{x — X^iX'-X^-'ix — x^ — %{x) 

gesetzt wird: 

(!♦.) Fix) = ^(x) (modd. f^ _ ,^, f, _ c,, . . . f, - O. 

Das Modulsystem dieser Congruenz, welches offenbar vom Bange n ist, kann 
aber andere Modulsysteme n^ Stufe enthalten, und es handelt sich also 
darum, ftlr jedes gegebene System von Coefificienten c ein JRrewmodulsystem 
n**' Stufe zu bestimmen, für welches die Elemente jenes Modulsystems: 
f j — Cj , f a — c, , ... f, — c^ sammtlich congruent Null werden. Dabei kann 
F{x) offenbar als eine solche Grösse des Bereichs (o?, 91', 91", . . . 91^""*^) 
vorausgesetzt werden, die als Product von lauter von einander verschiedenen 
irreductibeln Factoren darstellbar ist und daher mit der nach x genommenen 
Ableitung von F{x) keinen Factor gemein hat. 
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§2. 

Setzt man, ähnlich wie im § 11 meiner oben citirten Festschrift: 

wo das Product über alle n\ Permutationen (e\, i,, . . . i^ zu erstrecken ist, 
so wird G eine ganze ganzzahlige Function von z, f^, f,? . . . f,»> ^i» w,, . . . w^. 
Unter den Grössen u werden ^yUnbestimmte^^ verstanden, und gemäss der 
a, a. 0. adoptirten Bezeichnung ist G{z, f^, f^, . . . f,) =0 eine zur Gleichung 
^(/p) — „gehörige" oder von derselben „abgeleitete Galois' sehe Gleichung"- 
Es kann daher auch füglich G{Zf f^, f,, . . . f^) selbst eine ^^von der Function 
%(x) abgeleitete Gdm'sche Function'' genannt werden. 

Nach der im § 12 meiner Festschrift entwickelten Theorie der 

„Gattungen von Functionen" gehört u^x^-^-u^x^-^ h ^„ä?« zur öoZois^ sehen 

Gattung von Functionen von x^, x^^ . . . x^. Jede der Grössen x selbst gehört 

daher zum (Jattungs&emcÄ von u^x^ + u^x^^l b'^n^n^ ^^^ ^^ besteht also 

für jeden Werth k = l, 2, . . . n eine identische Gleichung: 

f ^**(fii f2> ••• fn5 Wi, w,, .-. wj 

(2.) 

in welcher ^ und 9)^ ganze ganzzahlige Functionen der in den Parenthesen 
vorkonoimenden Grössen bedeuten. Die Function ^ ist nichts Anderes als die 
Discriminante der öo/ois'schen Function G{z)\ sie ist daher nach dem, was 
ich am Schlüsse des citirten § 12 meiner Festschrift nachgewiesen habe, das 
Product einer primitiven Form der Unbestim^nten u und einer Potenz der Discri- 
minante von %{x). Da nun die Fimction F(x) als Product von lauter ver- 
schiedenen irreductibeln Factoren vorausgesetzt worden, so ist ihre Discri- 
minante von Null verschieden, und es ist demnach auch: 
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t{c^, C,, ... C^; Hj, «,,... wJ^O. 



Die Congruenz: 



(2*0 



^**(^i> ^j> ••• ^«5 •*!> S* ••• O 

= 9>»(«*i«i + «*2^iH l-«*,a^,; «1,^1, •••«,; Wj, u,, ... 14,) 

(modd. fi — Cj, f^ — c,, . . , f^ — cj, 



welche unmittelbar aus der mit (2.) bezeichneten Gleichung folgt, wird dem- 
gemÄss ftlr irreductible Functionen F{x) niemals illusorisch. 

Die Gleichung (2.) kann durch die Congruenz: 

(2**.) x^i^(. . . f^, . . .) = 9^(ä; . . . f^, . . .) (mod. e — u^x^ — «♦,«, u^xj 

ersetzt werden, in welcher — der Einfachheit halber — die Unbestimmten u 
unter den Functionszeichen tff und q>^ weggelassen worden sind. Substituirt 
man die hieraus resultirenden Congruenz wer the von a?^, a?„ . . . a:^ in dem 
Product (x — a?i) (a? — a?,) . . . (a: — xj, so kommt: 

und diese Congruenz muss, da sie nur symmetrische Functionen von aj^, a?,, . . . x^ 

enthält, nicht bloss fttr den Modul ^ — w^aj^ — w,a:, ^«^«> sondern ftlr 

jeden der n! Moduln: 

also auch fttr deren Product, d. h. ftlr den Modul G {z^ fj, f,, . . • f,) gelten. 
Hiemach besteht die Congruenz: 

(3.) *(.-.f,,..0*S(^) = J7(a:*(...f,,..0-9*(^;...f^^ (mod. ff (5;... f,...)) 
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und wenn man darin f^ = c^, fg = c^, ... f^ = c^ setzt, so wird; 

(3*.) *(...c^,..0"^(^) = /7(aJ*(...C4,...) — 9*(^;-- •«*>•••)) (mod.G(5;...c^,...)) 

Diese letztere Congruenz zeigt, dass jede ganze Function von x sich im 
Sinne einer Congruenz als Product von Linearfectoren darstellen lasst, wenn 
man die zugehörige GoZois^sche Function als Modul nimmt. Denkt man sich 
nun G{z; ... c^, . . .) als ganze Grösse des Bereichs (z, 91', 91", . . . 91^""^^) 
in irreductible Factoren zerlegt und bezeichnet irgend einen dieser irreduc- 
tibeln Factoren mit G^{z), so ist: 

(3**.) *(...c,, ...yF(x) = n(^H-'C„ ...) — 9)>5 ...c„ ...)) (mod. (?,(5)) 

und diese Congruenz enthält die Darstellung von F{x) als Product von 
Linearfactoren fOr emen Primmodul; eine Darstellung, durch welche man der 
Einführung „algebraischer Grössen'^ bei vielen, nachher näher zu präcisiren- 
den, algebraischen Untersuchungen enthoben wird. 

An Stelle der Unbestimmten u^ welche m den Functionen 9, ^, ö 
vorkommen, können auch beliebige ganze Zahlen genommen werden; nur 
müssen sie so gewählt werden, dass ^ von Null verschieden ist. So kann 
man z. B. ftlr: 

F{x) = x''-c, 

Wj — 0, w, — 1, «*, = — 1 nehmen. Alsdann wird G{z; ... c^ ,•..) = / + 27 cj , 
und wenn nun Cj nicht die dritte Potenz einer ganzen Grösse des Rationalitats- 
bereichs (91', 91", . . .) ist, so ist / + 27 cj irreductibel, und dieser Ausdruck 
selbst ist also an Stelle von G^(z) als Primmodul zu brauchen. Die Con- 
gruenz (3**.) geht in diesem Falle in folgende über: 
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(3'-) ^'(ßc,)\x' - c,) = (9c,x - /)(l8c,x + 9c,B + ß^X18c,x - 9c,5 + z') 

(mod. £f* + 27cj), 

und diese wird, wenn man darin c, »= 2 setzt, mit derjenigen übereinstimmend, 
welche ich im Anfenge des Jahres 1885 Herrn P. Mansion brieflich mitgetheilt 
habe, und welche alsdann in der Mathesis vom Mai 1885 abgedruckt worden 
ist^. — Ist c, = a* und a eine Grösse des Rationalitfttsbereichs (91', 91", . . •), 
so ist £f* + 3a* einer der irreductibeln Factoren von s^ + 27 cj, und es kommt: 

4(a;' — a') = (a? - a)(2a? + ^ + d){^2x — i? + a) (mod. ^ + 3a*), 

wodurch die Einführung von V— 3 bei der Factorenzerlegung von a^ — a^ 
vermieden wird. 



§3. 
Für das Modulsystem, dessen n Elemente sind: 

x^ilf{. . . c^, . . .) — 9jk(^5 • • • ^Ai • • •) ^*» *—*» •» ••• *> 

ist offenbar: 

if(. ..Cj^, . . .)*2f(^) ^ /7(^^(- • • ^Ai • • •) — 94(^5 • • • ^A> • • •)) <*f *-!. «. •••»•). 

Verbindet man diese Congruenz mit der Congruenz (3**.) des § 2, so ergiebt 
sich, dass die Congruenz: 

(4.) *(. ..€,,.. .y^(x) = ^C . . c„ . . >rF{x) 

für das Modulsystem: 

(SÄ) (ö^iW; •••>a:j^(...c^, ...) — 9^(5; •.. c^, •..), ...) (*,»=!, j....«) 



") P. Jfofwum, üne ^qoivalence alg^riqae; Mathesis, nud 1885, t V. p. 102. H. 

L. Kroneoker^i Werke HL 28 
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bestehen muss. Die Elemente dieses Modulsystems sind ganze Grössen des 
natürlichen Rationalitatsbereichs: 

also ganze ganzzahlige Functionen dieser n + n unbestimmten Variabein. Es 
ist ein Pnmmodulsystem, weil G^i(^) irreductibel und jedes der andern 
Elemente in den Grössen x linear ist; es ist ferner offenbar vom Range w + 1. 

Da das mit (9R) bezeichnete Modulsystem prim ist, so kann in der 
Congruenz (4.) der Factor ^*', welcher offenbar das Modulsystem nicht ent- 
hält, weggelassen werden, und es ist also: 

(4*) %(x) = F{x) (mod.(2R)), 

oder, wenn auf beiden Seiten der Congruenz nach Potenzen von x ent- 
wickelt wird: 

(4** ) f^ = c^ (mod. (SR)) (A-i. «,...•). 

Bezeichnet man nun, wie im § 12 (S. 38) meiner mehrfach citirten 
Festschrift 0, mit ^{x^, a?,, . . . x^ eine ganze Function einer Gattung 9*^ Ord- 
nung und mit *(g, f^, f,, ... f„) ™0 die Gleichung q^ Grades, welcher die 
Function g genügt, so ist: 

wo sich die Multiplication auf ^alle diejenigen Permutationen (^^ , 9, , ... 9^) 
erstreckt, für welche die Function g verschiedene (conjugirte) Werthe an- 
nimmt. Es besteht also die Congruenz: 



>) Band II S. 289 dieser Ausgabe. H. 
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fär das Modulsystem (fi — c^, f, — c^, . . . f^ — cj und also auch fttr das Modul- 
system (9R), da dieses, gemäss der Congruenz (4**), in dem ersteren ent- 
halten ist. Wenn- nun die Gleichung *(y, c^, c,, ... c^) = durch einen 
Werth y«=c befriedigt wird, der dem ßationalitatsbereich (91', 91", ... ad^""^^) 
angehört und demnach auch eine ganze Grösse dieses Bereichs sein muss^ 
so wird: 

Hie - 9 (x^^, x^^, . . . a:J) = (mod. (2»)). 

Weil aber das Modulsystem (9K) prim ist, muss mindestens einer der Factoren 
dieses Products congruent Null sein, und man kann daher annehmen, dass: 

(5.) i{x^, rc, , ... x^ = c (mod. (SK)) 

ist, da man ja, felis die conjugirte Function 9(0? , o? , ... x) congruent 
c wäre, diese selbst als %{x^y x^^ ... x^ bezeichnen und als die erste der 
conjugirten Functionen nehmen könnte. 

Es sei nun g^ eine ganze Function einer Gattung höchster Ordnung, 
für welche die entsprechende Gleichung 9^ (y) = eine rationale Wurzel 
und dabei eine von Null verschiedene Discriminante hat. Es seien femer 
Öo> 9o^ Öo^ • • • FuDLCtionen des durch g^ repräsentirten Gattungsbereichs, und 
zwar seien g^, g^', g^, . . . ganze ganzzahlige Functionen von x^, a?,, ... x^, 
welche ausreichend sind, um jede ganze ganzzahlige Function des Gktttungs- 
bereichs (g^) als lineare homogene Function von g^, g^', g^", ... so dar- 
zustellen, dass die Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von f^, f,, ... f^ 
werden. Die Functionen g^, gj^', gj^", . . . bilden dann die Elemente eines 
Fundamentalsystems der Gattung g^, und fQr alle diese Functionen g^ bestehen 
Congruenzen: 

%=iy flö = ^ö, Qi,'= CÖ7 • • • (mod. (SW)) , 

in welchen c^, c^', c^', . . . ganze Grössen des Bereichs (91', 91", ... 91^""^^) 
bedeuten. Denn gemäss den Entwickelungen über die Theorie der Gattungen 

28* 



Digitized by 



Google 



220 ^^ FUSDAMESTALSATl DER ALLGTXnSES AfillHXETQL 

im § 12 meiner Festschrift emstirt ftr jede dieser Fnnctioneii g^, g^', gi", • . . 
eine Gleichmig: 

(6-) 9?'(^i;3t ... ^n)*\f ^tf ••- U — ^A(3a('l* 'l' "Xjy ^xf !,. ••• U, 

in welcher 9^ und #r ganze ganzzahlige Functionen der in den P^enthesen 
enthaltenen Grössen bedeuten. Dabei ist p nichts Anderes als die Discri- 

minante jener Gleichung *^(y, f^, f,, f,)~0, welcher fl^(Xj, x,, . • . xj 

genügt, und es ist daher der Voraussetzung nach t S^, e,, ... cJ^O. Aus 
der Gleichung (6.) folgt aber die Congruenz: 

(7-) 9^*'(^i, ^,1 -.. O ^(^1» ^j» -•• O = 9i(9o(j^i» ^1» ••• Ol ^» ^1^ ••• O 

(mod. (3R)), 

da, wie oben gezeigt worden, f^ ^ c^ (mod. (3R)) filr jeden Index Ä ist, und 
hieraus ergiebt sich mit Hülfe der Congruenz (5.), dass in der That: 

(5*) 9?n^i, ^,, . . . O = ^0^ (mod. (SR)) 

wird, wenn man 4*^ mittels der Congruenz: 

^T '^(Sif <?„... O = ^a(^o» ^i> ^2^ • • • O (mocL (3»)) 
bestimmt. 



§4. 

Die im zweiten Paragraphen gebrauchte Zerlegung der G^a2ots'schen 
Function 0{z, c^, c^, . . . cj in ihre irreductibeln Factoren fahrt auch zur 
Bestimmung der am Schlüsse des § 3 charakterisirten, durch g', g", g'", • . . 
repräsenthrten Gattung von Functionen. Bedeuten nämlich u% wj, ... u^ 
„unbestimmte" Grössen und setzt man analog den obigen Bezeichnungen: 



Digitized by 



Google 



EIN PÜNDAMENTALSATZ DER ALLGEMEINEN ARITHMETIK. 221 

(0 * ' 

so wird vermöge der mit (4**.) bezeichneten Congruenzen: 

^(/ - !/>. - n\x^^ u>J = G\z\ c,,c,,... O (mod. (S»)). 

Die Multiplication ist hier über alle Permutationen (ij, ig, . . • ij zu er- 
strecken. Denkt man sich nun (t®(^, c^, c^, ... cj in irreductible Factoren 
zerlegt, so muss, da (9R) ein Pnmmodulsystem ist, fttr jeden bestimmten 

Werth z^ = UrX, + ulx,-\ h^^x^ mindestens einer dieser irreductibeln Fac- 

toren mod. (9R) congruent Null werden. Da aber eine Congruenz f{z) = 
fttr ein iVimmodulsystem nicht mehr Congruenzwurzeln haben kann, als der 
Grad der ganzen Function f{z) betragt, so muss jeder irreductible Factor 

von (t*^(^, Cj, c„ ... cj für so viel Werthe / — ulx^^ + ^S^.-, H f- K\ 

congruent Null werden, als sein Grad in Beziehung auf ^ beträgt. Es 
muss daher, wenn Gl{^) derjenige irreductible Factor von (t^(^, c^, c,,...cJ 
ist, welcher fQr ^ — u^x^ + u^x^ -] H ^«^« congruent Null wird, eine Con- 
gruenz bestehen: 

(8.) G:(/) = n(s>' - «>,^ - u\ «>,; (mod. (SR)), 

WO sich die Multiplication auf gewisse Permutationen (r^, r,, . . . rj bezieht, 
zu denen die Permutation (1, 2, . . . w) gehört, und deren Anzahl gleich dem 
Grade von GJ(/) ist. 

Wenn man in der Congruenz (2*.) des § 2 die Unbestimmten u^ 
för die Unbestimmten u substituirt, femer die Grössen x^^ x^j . . . x^ in 
x^ f x^ y ...x^ permutirt und endlich das Modulsystem (fj — Cj, f, — c,, . . . f, — c^) 
durch das gemäss den Congruenzen (4**.) darin enthaltene, mit (9R) bezeichnete 
Modulsystem ersetzt, so resultirt die Congruenz: 



(9.) 



^r,*(^l7 ^Sl ••• C«; <*?> A^ ••• «*n) 
= 9*(t*>.,+ Wi^r,+ ••• + «>.„; ^1, ^,,..-^n5 «J, !*;,...<) (mod. (3»)), 
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welche zeigt, dass jede der Grössen x sich med. (9K) als rationale Function 
irgend einer der Wurzebi der Congruenz (r^ (^) = (mod. (9K)) darstellen 
lAsst Jede dieser Congraenzvmrzeln selbst ist also mod. (9K) eine rationale 
Function jeder andern, und wenn man diese Congruenzwurzeln mit 4> 4> • • • -^ 
bezeichnet, so ist daher: 

(10.) bI = ef (^J), (^;(/) = j|7(/ - 0l) (mod. (ÜR)) (*, *=!, s. ... D, 

WO öi*^(^) eine ganze Function von ^ bedeutet, deren Coefficienten rationale 
Functionen der unbestimmten Variabein 91 und der Unbestimmten u^ sind. 
Aus den Congruenzen (10.) erhellt, dass die Functionen öf\ mod. (9K) be- 
trachtet, eine Gru/ppe bilden. Denn das Product: 

welches offenbar den Factor ^^ — ^ enthält, ist mod. (9K) einer ganzen 
Function von ^ congruent, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Grössen 91 und u^ sind. Bezeichnet man dieselbe mit P(^) und den grössten 
Theiler, welchen P{z^) mit G\{z^) im Sinne der Congruenz mod. (9R) gemein 
hat, mit W{^)f so kann nach art. HI, § 5 meiner Abhandlung „über einige 
Anwendungen der Modulsysteme etc.^)" angenommen werden, dass die Coef- 
ficienten von W{f) ebenfells rationale Functionen der Grössen 91 und u^ 
sind. Da nun W{^), mod. (9R) betrachtet, ein Theiler der Function G\{s!^) 
und diese wiederum ein Theiler der Function G^(f) ist, so muss eine 
Congruenz: 

G\b\ c, ,.,,... O = W{z') F(/) (mod. im)) 

bestehen, in welcher G^ — wie im Anfange dieses Paragraphen — die 
Gofois'sche Function und V{z^) eine ganze Function von s!^ bedeutet, deren 
Coefficienten rationale Functionen der Grössen 91 und u^ sind. Da aber das 
Modulsystem (9R) nur aus den Elementen: 



1) Band III S. 190—194 dieser Ausgabe. H. 
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besteht, und in jener Congruenz G®(/) = Tr(;ei®) F(/) weder die Variable z 
noch die Variabein x^j x^, . . • x^ vorkommen, so muss die Gleichung: 

G\z\ c„ c,,...c:) = W{z')V{z') 

bestehen, welche mit der Voraussetzung, dass öi(/) einer der irreductibdn 
Factoren von G^{z^) ist, in Widerspruch stehen würde, wenn W{z^) in Be- 
ziehung auf / von niedrigerem Grade wäre als G^^f^). Nun ist aber W{£f^)^ 
mod. (9R) betrachtet, der grösste gemeinsame Theiler der Functionen G\(ifi) 
und P{^, welche beide in Beziehung auf sf^ von demselben Grade r sind. 
Es muss also W{^)y da es von eben demselben Grade r sein muss, sowohl 
mit P(^) als auch mit (tJ(/) für das Modulsystem (9K) congruent sein. 
Daher muss: 

P(z'') = Gl(z') (mod. (3»)) 
oder: 

/7(^' - C «)) = /7(/ - 4) (°^^^- W) ^^ *• *=^ ^ ••-> 
ff ff 

sein und demnach 

ejf^(-e^) für jeden der r Werthe flf = l, 2, . . . r mit je einer der 
Grössen jsfj, ^eij, ... i^ mod. (9K) übereinstimmen. 

Da die Functionen d^^^ also eine Gruppe bilden, so bilden auch die 
Permutationen (r^, r^, . . . r„) eine Gruppe, und es giebt daher eine Func- 
tionen-Gattung 9(0;^, x^y ... xj, zu welcher diese Permutationen gehören. 
Setzt man in der obigen Congruenz (8.) für ^^ tij, wj, ... ul irgend welche 
unter einander verschiedene ganze Zahlen, so wird (tJ(/) eine Grösse des 
Rationalitatsbereichs (91', 91", • . . 91^""^^, welche mit c bezeichnet werden 
möge, und das Product auf der rechten Seite wird offenbar eine ganze ganz- 
zahlige Function von x^y x^y ... x^, welche mit q(x^y x^y ... xj bezeichnet 
werden möge. Es resultirt daher eine Congruenz: 

(11.) ' Qix^, x,y...xj = c (mod. (3»)), 
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in welcher g die Gattung repräsentirt, welche durch jeden der irreductibeln 
Factoren der GdUns'schen Function von F{x) bestimmt wird. Diese irre- 
ductibeln Factoren sind sämmtlich von gleichem Grade, und die Gradzahl 
selbst ist gleich der Anzahl der Permutationen der Gattung g. 

Bedeutet *(y, f^, f,, ... f«) — 0, wie oben im § 3, die Gleichung, 
welcher g (a?i , a;, , . . . xj genügt, so ist: 

*(9(^ii a;,, ... arj, f,, f „ . . . fj — 0, 

und da: 

ist, so muss *(c, c^, c,, . . . c^) für das Modulsystem (9R) congruent Null 
sein. Die n + 1 Variabein z, tr^ , o?, , ... a?, , aus denen die n + 1 Elemente 
des Modulsystems (9R) gebildet sind, kommen aber in *(c, c^, c,, ... c^) 
nicht vor; es ist daher ebenso wie oben zu erschliessen, dass die Gleichung: 

*(c, c„ c^, ... O — 
bestehen muss. 



§5. 

Wendet man die Entwickelungen, welche am Schlüsse des § 3 an die 
mit (5.) bezeichnete Congruenz geknüpft worden sind, auf die Congruenz (11.) 
des § 4 an, in welcher g die dort hervorgehobene besondere Bedeutung hat, 
so zeigt sich, dass für das Modulsystem (9K) die Congruenzen: 

(11*.) f, = c,, t, = c„...f, = cj 9' = c, 9" = c', o;" = c-,... 

erfüllt sind, und es ergiebt sich demnach als ein Hauptresultat, 
dass das Modulsystem (9R) in dem Modulsysteme: 
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enthalten ist, wenn g', g ", g ", ... die Elemente eines Fundamental- 
systems der Gattung bedeuten, welche durch einen der irreductibeln 
Factoren der von F{x) abgeleiteten Crafois'schen Function be- 
stimmt wird. 

Es soll nun erstens gezeigt werden, dass dieses Resultat noch Geltung 
behält, wenn dem Modulsysteme (9Rg) das Element: 

z — u^x^ — u^x^ ^^« 

hinzugefügt wird, und es soll dann zweitens gezeigt werden, dass auch 
umgekehrt das Modulsystem (SW^) bei Hinzufogung dieses neuen Elementes 
in dem Modulsysteme (9)2) enthalten ist. 

Aus der Congruenz (2**.) im § 2 folgt unmittelbar, dass: 

(A, t=l, S, ... n) 

wird, oder also: 

(*,»=!, «,...11). 

Diese Congruenz behält aber ihre Geltung auch fttr jeden Modul: 

und es ist daher: 

(12.) zt{... f,, ...) = ^u,9),(ir; ... f„ . . .) (mod. G(5, f,, f,, ... fj) 

also ferner 

L. Eroneoker's Werke III. 29 
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(12*.) eif(. • . c^, . . .) ^ -^***9»(^; • • • ^a; • • •) (mod. G^(js)) (*, »=i. «, .. »), 



ii 



Nun besteht offenbar die Congruenz; 

fOr das aus den Elementen: 

^»*0 • • ^A > • • — 9^*(^5 • • • ^A > • • •) ^*» *"*' *.•••») 

gebildete Modulsystem. Es sind dies auch die letzten n Elemente des Modul- 
systems (9R). Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Congruenz ist aber 
für den Modul G^(z)^ der das erste Element des Modulsystems (9W) ist, in 
Gemftssheit der Congruenz (12*.) congruent Null; es ist daher auch; 

(z — ^w^iPj^C • . c^) . . .) ^ (mod. (SDl)) (a, »=i, s, .. . ») , 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar die Congruenz: 

z — Uj^x^ — u,«, u^x^ ^ (mod. (3K)), 

deren Richtigkeit nachgewiesen werden sollte. 

In Beziehung auf den nunmehr zu fahrenden Nachweis, dass jedes 
der Elemente des Modulsystems (9K) das aus den Elementen: 



H n 



gebildete Modulsystem enthält, bemerke ich zuvörderst, dass sich dies f&r die 
letzten n Elemente des Modulsystems (9K): 

a;^^(. . . c^, . . .) — q>j^{0] ... c^, . . .) (*i *-ii «, • • ») 

schon aus der Congruenz (2*.) des § 2 ergiebt, gemäss welcher offenbar: 
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(*,*=!, 2,...«) 

wird. Es ist also nur noch nachzuweisen, dass G^ (z) = (mod. (9Kg)) wird, 
oder also dass die Congruenz: 

(13.) G^(ii,x^ + u,x^ + ...• + u^xj = 

(modd. fi — Cj, fi — Cg, . . . f„ — c^; 9' — ^', 9" — ^". • • 
besteht. 

Die Richtigkeit dieser Congruenz erhellt nun gemäss der Ausführung 
am Schlüsse des § 20 meiner mehrerwähnten Festschrift einfeich daraus, 

dass, wie im § 11 derselben gezeigt ist, G^ (u^x^ + u^x^-] 1- u^xj für alle 

diejenigen Werthsysteme a?^ = |^ , a?^ — |^ , ... x^ = i^^ gleich Null wird, für 
welche die Gleichungen: 

(14.) f^ = c,, f, «. c,, . . . f^ = cj 9' = c\ 9" = c", 9'" t= c", . . . 

befriedigt werden, d. h. dass die Resolvente dieses Gleichungssystems durch: 

dargestellt wird. Hier bedeuten 1^, 1^, ... |^, wie a. a. 0., die n Wurzeln 
der Gleichung F(x) = 0. Aber man» wird eben, wie schon oben erwähnt ist, 
mittels der Congruenz (3**.) des § 2 oder auch mittels der Congruenz (4* ) 
des § 3 der Einfilhrung der algebraischen Grössen enthoben und braucht 
an Stelle des Gleichungssystems (14.) nur das oben mit (11*) bezeichnete 
System der Congruenzen, unter Hinzufügimg der Congruenz: 

= U^X^ + WjiCg H h %x^ , 

d. h. also das System von Congruenzen: 

29* 
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(15.) 

[ z = u^oc^ + w,a:, H h u^x^ (mod. (3»)) 

ZU Grunde zu legen, deren Richtigkeit oben nachgewiesen worden ist, um 
ohne die Vermittelong algebraischer Grössen das Bestehen der Congruenz (13.) 
zu erschliessen. Dies soll im folgenden Paragraphen ausgeführt werden. 



Bildet man die « + 1 Functionen von x^, x^, ... x^: 
u^x^ + «,«, H 1- «,», — e, 

<(fi-<'i)+<(f,-''2)+---+t'l:'(f«-o+«';(9'-o+<(9''-o+«^;xr-o+--- 

WO v[, v'^y ... w\j w'^y ... Unbestimmte bedeuten, so wird deren Resultante 
eine ganze ganzzahlige Function von z^ c^, c,, ... c^, c\ c\ c\ . . . und 
den Unbestimmten u^ v, w. Bezeichnet man nun den grössten von den 
Unbestimmten : 

V^f ^Ä» ••• Vi*\ ^'^7 ^1} ^Kf ••• (A=l, 2,...ii) 

unabhängigen Theiler dieser Resultante mit G{z), so erschliesst man genau 
so wie im § 20 S. 75 meiner erwähnten Festschrift 0, dass G(z) das Modul- 
system enthält, dessen Elemente die Functionen: 

sind. Da aber jedes dieser Elemente gemäss den Congruenzen (15.) das 
Modulsystem (9R) enthält, so muss die Congruenz G{z)^0 (mod. (9R)) 
bestehen, welche sich offenbar auf eine Congruenz f&r das erste Element 
des Modulsystems (9K): 



1) Bd. II S. 882— S83 dieser Ausgabe. H. 
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(16.) 0(0) = (mod. ö,(i?)) 

reducirt, da die Function 0(z) von den Variabein a?, die in den übrigen 
Elementen vorkommen, unabhängig ist. 

Gem&ss den obigen Entwickelungen in den §§ 2 und 3 lassen sich 
stets Primmodulsysteme bestinmien, ftlr welche diejenige Function, welche, 
gleich Null gesetzt, die Besolvente eines Systems von n Gleichungen mit 
n Unbekannten repräsentirt, einem Product von Linearfactoren congruent 
wird. Die n Gleichimgen selbst werden also, als Congruenzen für eben dieses 
Primmodulsystem aufgefasst, durch so viel Werthsysteme der Unbekannten 
befriedigt^ als die Anzahl jener LinearÜEtctoren beträgt. Bezeichnet man mit 
r{z) einen zur Zerlegung der Besolvente des Systems: 

geeigneten Primmodul und mit 

die Werthe, für welche die n Congruenzen: 

^*ax», 6,»,...u=o (mod.r(.)) (::!:!•.:.::) 

erfttUt sind, so kann die Besultante der n + 1 Functionen : 

Foix,, a:„ ... a:J, F,{x,, a:,, ... a:J, ... F^{x,, x^, ... rrj 

mit Hülfe des Products: 

gebildet werden. Dieses Product ist eine ganze Function von z, deren 
Coefficienten demselben Bationalitatsbereich angehören wie die Coefßcienten 
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der Functionen JP, und welche als symmetrische Fimction der Werthsysteme 
Ij^, 1,^, .^. l^j, im Sinne der Congruenz modulo r{z)y von z imabhangig 
ist. Der Rest der Division durch r{z) ist daher eine rationale Function der 
Grössen, welche den Rationalitatsbereich der Coefficienten von F^, JP^, ... F^ 
bilden. Sind nun diese n + 1 Functionen vollständige ganze Functionen 
(gewisser Dimensionen) von x^, a;,, . . • x^, deren verschiedene Coefficienten 
selbst die Elemente des Rationalitätsbereichs repr&sentiren, so ist der Zahler 
jenes Restes der Division durch r{z) diejenige ganze ganzzahlige Function 
der Coefficienten von F^, F^, . . . F^, welche als die Resultante des Functionen- 
systems (jP^ » -^i > • • • F^) zu bezeichnen ist. 

Mit Hülfe der so definirten Resultante kann die Resolvente eines 
Systems von n + 1 Congruenzen mit n + 1 Unbekannten: 

*aK> ^1^ ••• ^«) = (Ä-0.1,...«) 

gebildet werden, indem erst Xq^>==x — u^x^ — u^x^ u^x^ imd femer: 

^hi^ — ^i^i — ^i^i K^n^ ^V ^V ••• ^i) = ^iSPv ^V ••• ^J (A=0,1,...,.) 

gesetzt wird. Die Resolvente wird alsdann eine ganze Fimction von Xj mit 
deren Hülfe wieder in der oben angegebenen Weise die Resultante eines 
Systems von w + 2 Functionen mit n + 1 Variabein definirt werden kann. 

Nach der angegebenen Bildungsweise der Resultante muss G{z\ 
abgesehen von einem von z imabhftngigen Factor, dem Producte aller der- 
jenigen Linearfactoren z — u^^^ — u^^^ • — u^i^ congruent sein, für welche 

die Congruenzen: 

(17.) fj = c^, f, = c,, . . . f^ = c^; 9' = c\ 9" = c\ 9 " = c'\ . . . 

erfüllt sind, wenn in den Functionen f imd g die Variabein ajj, x^, ... x^ 
beziehimgsweise durch |j, 1^, ... |^ ersetzt werden. Hierbei kann man als 
Modulsystem dasjenige nehmen, welches entsteht, wenn man in dem mit (9K) 
bezeichneten Modulsystem die Variable z durch eine andere, z. B. j^ ersetzt. 
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um sie nicht mit der in den Linearfactoren vortonmienden Variabein z zu 
confundiren. Die Grössen | sind dann ganze Functionen von /, und da 
gemäss den Congruenzen f ^ ^ c^ , f, ^ ^2 > • • • f« ^ ^n • 

also fOr ein imbestimmtes x\ 

sein muss, so besteht ftlr je zwei verschiedene Werthsysteme 1^, 1^, ... |^ 
und Ij, 1^, ... 1^ die Relation: 

aus welcher hervorgeht, dass die Grössen | mit den Grössen |' (abgesehen 
von der Reihenfolge) übereinstimmen. Die Werthsysteme, welche den Con- 
gruenzen (17.) genügen, sind hiemach in folgender Weise darzustellen: 

WO ^1 , ^2 » • • • ^» ®^^ Permutation der Zahlen 1, 2, . • . w bedeutet, und 
es treten dabei offenbar alle Permutationen der durch das Functionensystem 
9^ 9 > 9 > • • • repräsentirten Gattung auf, aber auch keine andern. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass der Grad der Function Ot{z) mit der 
Anzahl der Permutionen der Gattung (g', g", g", . . .) übereinstimmt. Da 
aber diese Anzahl, wie schon oben nach Herleitung der Congruenz (11.) 
bemerkt worden, wiederum gleich dem Grade des mit G^{z) bezeichneten 
irreductibeln Factors der öaZo^s'schen Function von F{^ ist, so müssen die 
beiden Fimctionen G{z) und Gt^{z) von gleichem Grade und folglich, wegen 
der Congruenz (16.), mit einander identisch sein. 

Nun ist schon oben gezeigt worden, dass das Modulsystem: 
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«1«! + «,«, H f- «.«, - «; fi — Ci» f» - «j» • • • f. — c»; 



g — c, 9 — « ) 8 —« > 



in der Function G{z) enthalten, d. h. also, dass die Congruenz: 

G{u^x, + u^x^ + • • • + u^x^) = 
(modcl.fi — c,, fj — c,, ..• f, — c^; %' — c\ %" — c\ 9'" — c'", . . .) 

erfallt ist. Da sich nun jetzt die Function Q^{z) als mit der Function G{z) 
identisch erwiesen hat, ist der Nachweis fülr die Richtigkeit der oben mit 
(13.) bezeichneten Congruenz erbracht. 



§ 7. 

In den beiden vorhergehenden Paragraphen ist die Aequivalenz der 
zwei Modulsysteme: 

(SR) (©iW; ..-, ^M-'h^ •••) — 9>>; ^"Of,y ...)> •••) (*.*«!, «....«), 

, . f(fi - ^1^ fs - ^2^ • • • f« - ^J 9' - o\ 9" - c\ 9'" — c'\ . . .;. 

(3R) ^ 

dargethan worden. 

Aus dieser Aequivalenz folgt, dass die Congruenz (5.) im § 3: 
%{x^, x^, ... a;J = c (mod, (SÄ)) 

auch modulo (3W) gelten muss, und — da die Ausdrücke auf beiden Seiten 
der Congruenz unabhängig von z sind — auch für das Modulsystem (9Kg) 
des § 5. Für jede ganze Function g, für welche die entsprechende Gleichung 
*(9> ^i> ^%y ••• ^«)~0 eine rationale Wurzel g — c hat, muss also eine 
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Congruenz g = c (mod. (SK^)) bestehen, und es kann daher die Differenz g — c 
den Elementen: 

fi — ^1» ta — ^i; ••• f»-^n5 8' — c'; ö" — c", q"' — c'",... 

des Modulsystems (9Kg) hinzugefttgt werden, ohne dasselbe zu verändern. 

Es seien nun, wie am Ende des § 3: 

9i(^i> ^ji • • • ^n)> 9o'(^i* a?j, . . . a:J, 9Ö'(^i> ^a» • • • ^J> • • • 

die Elemente eines Fundamentalsystems einer Gattung von Functionen, füi 
welche die identischen Gleichimgen: 

*(9i, fi, f,, ... U — 0, 9(0^, fi, fj, ... fj — 0, ... 

bestehen, imd zwar sei dies die Gattung höchster Ordnimg, für welche die 
Gleichungen: 

*(9i, c^, S, ... O — <5| *"(C ^i> Cg, ••. cj — 0, ... 

rationale Wurzeln g^ — c^, g^'t^c^', ... zulassen. Alsdann bleibt nach den 
obigen Entwickelungen das Modulsystem (9K^) bei Hinzuftlgung der Elemente 
9o""^o> Öo"~^o> 9o""C> ••• ungeandert. Es ist aber im Anfenge des §5 
das Modulsystem (9Kg) dadurch charakterisirt worden, dass die Functionen 
9^ 9 > 9 > • . . ^^i den zu den Elementen: 

U ~" ^1 * Tj — ^2 > »8 — ^s > • . . T„ ^„ 

hinzugefügten Elementen: 

9 —<^j 9 — «; 9 — c , ... 

ein Fundamentalsystem derjenigen Gattung bilden, welche durch die irre- 
ductibeln Factoren der öotois'schen Function von F{x) bestimmt werden. 

L Kroneoker*! Werke ni. ^0 
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Diese Gattung (g', g", g'", • . .) muss also die Gattung (gj^, gj^', gj^", . . •) unter 
sich enthalten. Denn sonst wflrde eine dritte Gattung ((?), welche diese 
beiden Gattungen unter sich enthält^ durch lineare Verbindungen: 

in welchen a eine ganze Zahl bedeutet, charakterisirt werden können, und 
es würden vermöge der Congruenz: 

aQ^'^ + C = ^c''' + cf (mod.(aR^)) 

an die Stelle der Elemente g' — c\ g" — c\ g " — c"\ ... in dem Modulsysteme 
(9JIJ solche Elemente: 

Q' — C\ Q' -C'\ O'" ^C"\ ... 

gesetzt werden können, in welchen G\ G'\ Q"\ . . . einer Gattung höherer 
Ordnung angehören als diejenige, deren Pundamentalsystem g', g", g'", . . . ist. 

Am Schlüsse des § 4 ist gezeigt worden, dass die Gattung (g', %\ g", • . .) 
selbst eine derjenigen Gattungen ist, für welche die Gleichungen: 

*(8; ^11 ^,, ••• O — 

eine rationale Wurzel g = c haben, wenn 

*(8(^i> ^2> ••• 0> fi^ fs^ ••• ü = 

die identische Gleichimg ist, welcher eine der Gattung (g', g", g", . . .) 
angehörige Function g (oj^ , x^, ... x^) genügt. Der Voraussetzung nach ist 
ö'lJör (g^, gö, gö', . . .) die Gattung höchster Ordnung unter allen diesen 
Gattungen. Ihre Ordnung kann also nicht kleiner als die Ordnung der 
Gattung (g', g", g'", . . .) sein, und die Gattung (g^, g|^', g^', . . .) muss daher, 
da sie — wie so eben gezeigt worden — unter der Gattung (g, g", g", ...) 
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enthalten und doch von nicht kleinerer Ordnung ist, mit eben dieser Gattung 
(g', g", g'", . . .) identisch sein. 

Die durch die irreducttbeln rationalen Fadoren der Galois^ sehen Function 
G{z, Cj, c^, ... cj bestimmte Gattimg, welche durch die Gesammtheit der Elemente 
des Modulsystems (9JIJ repräsentirt wird, ist also zugleich die Gattung höchster 
Ordntmg, fWr welche die definirende Gleichung eine rationale Wurzel hat. 

Hiermit ist die am Schlüsse des § 3 charakterisirte Gattung in der 
Weise bestimmt, wie es im Anfange des § 4 angekündigt worden ist. 

Aus der Aequivalenz der Modulsysteme (9K) und (9Jl') folgt aber 
ferner, da das erstere sich als ein Primmodulsystem erwiesen hat, dass auch 
das letztere ein Primmodulsystem ist, und da dieses offenbar dieselbe Eigen- 
schaft behalt, wenn man das letzte Element z --u^x^ — u^x^ — • • "■ ^«^« ^^g- 
lässt, so ergiebt sich das Hauptresultat, dass das mit (9)1 J bezeichnete 
Modulsystem: 

(fi-^i» ff — S' ••• tu — ^»5 fl' — ^'; fl" — c", 8'" — c'", ...) 

ein in dem Modulsysteme: 

(fi-^ii fs — ^fi ••• f«-0 
enthaltenes Primmodulsystem ist, für welches gemäss § 1 die Congruenz: 

(!♦♦•) a?" — c^a?""* + CjÄ?""* + ^, = (^ — ar^) (« — a:^) • • • (a? — »J 

besteht Durch die Bestimmung des Primmodulsystems (aW^) wird die in 
der Einleitung gestellte Aufgabe noch in einer anderen Weise gelöst, als 
es oben im § 2 geschehen ist, und in vieler Beziehung ist diese letztere 
Lösung vorzuziehen. 



so* 
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§8. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Resultate können 
folgendermaassen formulirt werden. 

Bedeutet Q{z, f^, f^, . • . f,; w^, w,, • . . u^ das über alle n! Permu- 
tationen (ij, \, : . . i^ erstreckte Product: 

n{^ - ti^\ - ^^\ w^^j, 

dargestellt als ganze ganzzahlige Function der Variabein ^, w^, u^^ ... u^ 
und der mit f^, fj, . . . f, bezeichneten elementaren symmetrischen Functionen 
von x^y x^y ... x^f und versteht man unter: 

0{z, c^, c^, ... c^; Wj, M,, ... mJ 

,ydie von der Function: 

X" - Cjfl?""' + c,ic""' + c^ 

abgeleitete Galois'sche Function'' , in welcher c^, c^, ... c^ ganze Grössen eines 
natürlichen Rationalitatsbereichs (91', 91", ... 91^""*^) sind, so repräsentirt 
jeder der irreductibeln Factoren von: 

0(e, Cj, c^, ... c^i ttj, ttj, ... uj 

eine bestimmte Gattung von Functionen der Unbestimmten u^, w,, ... u^. 
Es ist dies die y^Affect-Gattung'' der Gleichung: 

wenn eben diese Gleichung irreductibel ist*). 

*) Vgl. § 12, S. 36 meiner mehrfach citirten Festschrift^). 

1) Band 11 S. 287 dieser Aasgabe. H. 
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Bilden nun die ganzen ganzzahligen Functionen von u^, u^^ ... u^: 

ein Fundamentalsystem der AfFect-Gattung, so ist jede ganze ganzzahlige 
Function von x^^ x^^ ... x^\ welche dem durch das Functionensystem: 

charakterisirten Gattimgsbereich angehört, als ganze homogene lineare 
Function von: 

9 (^1 9 x^j • . . x^) , g {x^y x^f . , , x^) , g (ajj , rCg , . . . xj , . . . 

darstellbar, deren Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen der elemen- 
taren symmetrischen Functionen f^ , f , , ... f^ sind. Bezeichnet man mit 
g(a?j, fljj, ... xj irgend eine solche Function, so genügt dieselbe einer 
identischen Gleichimg: 

wo <P eine ganze ganzzahlige irreductible Function von g, f^, f,, ... f^ bedeutet, 
deren Grad in Beziehimg auf g gleich der Ordnung der Function g, also ein 
Divisor der Ordnung der Gattung (g', g", g", . . .) ist. Die Gleichung: 

*(9; ^1, Cj; ••• = 

wird durch einen „rationalen" Werth g = c befriedigt, d. h. durch einen 
solchen, der zum Rationalitfttsbereich (91', 91 ", . . . 91^""*^) gehört. Bedeuten 
c\ c", c"\ . . . beziehungsweise die rationalen Wurzeln der zu den Functionen 
9^ ^ 9 > • • • gehörigen Gleichungen, und ist: 

WO 9, 9?', . . . ganze ganzzahlige Functionen von f^, fg, ... f^ sind, so wird: 
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c — c>'(^i> ^8> • • • O + ^'V"(«ii ^i; • • • O H — ' 

und es lassen sich in dieser Weise die rationalen Wurzeln aller derjenigen 
Gleichnngen, welche zu Functionen des Gattungsbereichs (g', g", g'", . . .) 
gehören, aus den Wurzeln der zu g', g ', g'", . . . selbst gehörigen Gleichungen 
bilden. Die Functionen g des Gattungsbereichs (g', g", g'", • . .) sind es aber 
auch allein, fttr welche die zugehörigen Gleichungen: 

*(8» <^i> ^2^ ••• O — 

eine rationale Wurzel g — c haben, und die Gattung (g', g", g", . • .) kann 
daher auch eben dadurch definirt werden, dass die zugehörigen Gleichungen 
rationale Wurzeln haben. 

Nach den hier angenommenen Bezeichnungen ist das Modulsystem: 
ein in dem Modulsysteme: 

(fl-^i; f2-^2^ ••• f»~0 

enthaltenes iVimmodulsystem, für welches die Congruenz: 

x"" — Cja?""* + c^x""'^ — • • • + c^ ^ (a? — x^) (x — x^)"*(x — zj 
stattfindet, für welches also die Function: 

x^' — cy + c,«"-* ±e^ 

sich als Product von n linearen Factoren darstellen lässt. 

Nach dem öoZa^s'schen Princip, wie ich es im § 12 meiner Festschrift 
zu Herrn Kummer'B Doctoijubiläum ausfOhrlich dargelegt habe, tritt an Stelle 
der Gleichung: 
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wenn deren Wurzeln f^, |,, ... |„ sind, das Gleichungssystem: 

(»-1. 8,...«), 

und jede ganze ganzzahlige Function der n Wurzeln 1^ , |, , ... |^ , welche 
einen rationalen Werth hat, l&sst sich als ganze ganzzahlige Function der 
Functionen f^, f,, ... f^, g', g", g'", . . . und zwar so darstellen, dass sie in 
Beziehung auf die Functionen g linear und homogen wird. 

Hier zeigt sich aber eine neue und tiefere Bedeutung des GoJois^schen 
Princips darin, dass es in dem Functionensysteme: 

fA(^i> ^t> • • • ^J — ^A» 8'(^i> ^j; • • • O — ^> fl'X^i» ^8» • • • ^J — ^\ • • • 

ein Pnwmodulsystem liefert, für welches die Function: 

«" — c^x""^ + c,x-* ±c^ 

dem Producte: 

{x — a?j) (a; — X,) . . . (ic — a;J 

congruent wird. Da nun bei Congruenzen für Primmodulsysteme, genau 
ebenso wie bei Gleichungen, der Satz gilt, dass ein Product nur dann Null 
werden kann, wenn einer der Factoren Null ist, so ist jede Deduction, bei 
welcher die Darstellung einer ganzen Function von x als Product: 

verwendet wird, unmittelbar, und ohne dass die Einfachheit irgendwie beein- 
trächtigt wird, dahin zu modificiren, dass nur die Darstellung als Product: 
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(x — X^) (x-x;)'"(x — X^ 

im Sinne der Congruenz für ein durch das Galois'sche Princip geliefertes Primr 
modulsystem benutzt wird*). Das öoZm'sche Princip ist es also, welches 
die Einführung und Verwendung der algebraischen Grössen überall da ent- 
behrlich macht, wo nicht die Isolirung der unter einander conjugirten alge- 
braischen Grössen, d. h. also die Isolirung der verschiedenen Wurzeln einer 
irreductibeln Gleichung erfordert wird. Dies geschieht aber z. B. in der 
arithmetischen Theorie der algebraischen Zahlen, welche in Wahrheit eine 
Theorie der in Linearfactoren zerfeUbaren Formen ist, nur dort, wo die 
Existenz von Einheiten nachgewiesen wird. Da jedoch die auf die Formen 
bezüglichen Besultatey welche aus der Existenz von Einheiten hergeleitet 
werden, ohne den Begriflf des Algebraischen gefasst werden können, so wird 
bei einer rationellen Behandlung der arithmetischen Theorie der zerlegbaren 
Formen vom Begriffe des Algebraischen überhaupt zu abstrahiren und auf 
Methoden zurückzugehen sein, welche wie die Gattss^schen in der V. Section 
der Disquisitiones arithmeticae den absoluten Rationalitatsbereich der natür- 
lichen Zahlen eigentlich nirgends verlassen. 



*) So wird bei der Deduction im § 6 nur die Zerlegung einer ganzen Function 
von X in Linearfactoren im Sinne der Congruenz fQr das Primmodulsystem (9R) benutzt. 
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EIN SATZ ÜBER DISCRIMINANTEN-FORMEN. 



In einer Abhandlung, welche im 19. Bande des lAouvüle' sehen Journals 
(1854) abgedruckt ist^, habe ich den Satz bewiesen, dass derjenige Factor 
von a?" — 1, welcher nur ftlr die primitiven n^ Wurzeln der Einheit gleich 
Null wird, irreductibel ist, und zwar auch dann, wenn eine Wurzel einer 
ganzzahligen Gleichung adjungirt wird, deren Discriminante zu n relativ 
prim ist. Dieser Satz ist aber in einem viel allgemeineren enthalten, dessen 
Erkenntniss ich jenen Principien verdanke, welche ich in den „Grundzügen 
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen'' im 92. Bande dieses 
Journals entwickelt habe*). 

§1- 

Es sei F(x) eine ganze Fimction w*"" Grades von x; der Coefficient 
von x*" sei gleich Eins, und die übrigen Coefficienten seien ganze Grössen 
eines beliebigen Bationalitatsbereichs, dessen Elemente aus unabhängigen 
Yariabeln imd ganzen algebraischen Functionen derselben bestehen. Der 
Rationalitätsbereich kann hiemach auch ein Gattungshereich sein. Sind nun 
li, Ij^ • • • ^n ^i® Wurzeln der Gleichung F{x) — 0, so stellt der Ausdruck: 

die verschiedenen Wurzeln der zur Gleichung jP(a:) — zugehörigen öotois'schen 
Gleichung dar, wenn die Grössen u Unbestimmte imd (r^, r,, . . . r^) die ver- 



i) Memoire aar les fieu^teun irrädnotibles de Texpression x^ — 1. Band I, 8. 75—92 dieser Aus- 
gabe von L, Kronecker'B Werken. H. 
>) Band II. 8. 887—887 dieser Aasgabe. H. 

81 ♦ 
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schiedenen Permutationen derjenigen Gattung bedeuten, durch welche die Classe 
der Gleichung F{x) — charakterisirt wurd*). 

Dies vorausgeschickt, besteht offenbar die Congruenz: 

(Ä.) mir, - M = (mod. /ZK (i. - 1;) + «. %r t;) +•••+«, a - io)) , 

(r,r) (r,r) 

WO sich die Producte auf alle Verbindungen je zweier Permutationen 
(rj, r,, ... r^), (r^, r^, ... rj beziehen. Der Modul dieser Congruenz ist 
aber nichts Anderes als die Discriminante der 6ra2ois'schen Gleichung und also 
nach § 9 meiner eben dtirten Abhandlung durch die „Discriminantenform" 
der (rotois'schen Oattung theilbar. Diese ist aber wiederum, gemäss dem 
a. a. 0. bewiesenen Satze, durch die Discriminantenform jeder Gattung von 
Functionen der Wurzeln |j , |, , ... |^ theilbar. Es ist daher jede solche 
Discriminantenform in dem Producte: 






enthalten, welches selbst wiederum in einer Potenz der Discriminante von 
F{x) als Theiler enthalten ist. 

Hieraus ergiebt sich der Satz, welcher entwickelt werden sollte, 
nämlich: 

die Discriminantenform einer jeden aus den verschiedenen Wurzeln 
einer Gleichung zu bildenden (jattung ist in einer Potenz der 
Discriminante der Gleichung selbst enthalten, 

und hierbei kann, wie unmittelbar zu sehen ist, die Voraussetzung der Irre- 
ductibilitat der Gleichung fidlen gelassen werden. 



^ Vgl. § 12 S. 36 meiner citirten Abhandlang im 92. Bande dieses Joaraals^). 
1) Band II S. 286—887 dieser Ausgabe. H. 
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Da ferner an Stelle der Gleichung F{x)^0 auch die „Fundamental- 
gleichung" der durch 1^ bestimmten Gattung genommen werden kann, deren 
Discriminante Theiler einer Potenz der Discriminantenform der Gattung (|j) 
ist*), so ergiebt sich der Satz auch in folgender Passung: 

die Discriminantenform einer Gattung (IJ kann zu einer hmreichend 
hohen Potenz erhoben werden, damit sie durch die Discriminanten- 
form einer jeden aus den verschiedenen Conjugirten von |j zu bil- 
denden Gattung theilbar werde. 

In dieser Fassung ist der Satz übrigens auch mit Hülfe von Determinanten- 
sfttzen herzuleiten, da die Discriminantenform eben nur das Quadrat einer 
Determinante ist , welche nach § 25 meiner mehrfach citirten Abhandlung 
ausser den Reihen conjugirter algebraischer Grössen noch Reihen von Un- 
bestimmten enthalt. 



§2. 

Bedeutet G{y) eine irreductible ganze Function w*~ Grades und 
desselben Bereichs wie F(x), ist femer der Coefficient von j/^ gleich Eins, 
und sind endlich ij^, i?,, . . . i?^ die Wurzeln der Gleichung G{y) — 0, so kann 
die eine der beiden (im angenommenen Rationalitätsbereich) irreductibeln 
Gleichungen nur dann unter Adjunction einer Wurzel der anderen reductibel 
werden, wenn eine gewisse Gattung von rationalen Functionen der Wurzeln | 
mit einer Gattung von rationalen Functionen der Wurzeln r/ übereinstimmt. 
Nach dem obigen Satze muss also die Discriminantenform dieser Gatttmg gemein- 
samer Theiler der beiden Discriminanten von F{x) tmd G(y) sein. 

Nimmt man F(x) = — ^i » wo p eine Primzahl und v irgend eine 

«^ -1 

ganze Zahl bedeutet, so ist F(x) im absoluten Rationalitatsbereich der natür- 
lichen ganzen Zahlen irreductibel. Denn ftlr jede ganze ganzzahlige Function 
f{x) findet die Congruenz: 

*) ^gl- § 25 der Grandzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen« 
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axf = f(x^') = ni) (modd.,, x^'-i) 
statt, und es wird also, wenn f{x) irgend ein Divisor von a;^ — 1 ist: 

f(l) = (modd.,, f{x)), 

wahrend, wenn F(x) — f(x)fp{x), also F{1) =^p~f{l)fp{l) wäre, einer der 
beiden Factoren, z. B. /*(!) , gleich Eins sein mttsste. 

Femer ist die Discriminante jeder aus den Wurzeln von F(x) = 
gebildeten Gattung durch p theilbar; denn die Differenz von zwei Horizontal- 
reihen der Determinante, deren Quadrat eben die Discriminante ist, enthält 
offenbar 1 — o; als Theiler, und die Discriminante, welche eine ganze Zahl 
ist, wird daher modtdis (1 — Xy F(x)), also auch moduiis (1 — a;, F(l))y also 
endlich auch modtdo p, congruent Null 

Hiemach kann F(x) nur dann unter Adjunction einer Wurzel der 
Gleichung (T(y) — reductibel werden, wenn die Discriminante von G(y) 
durch p theilbar ist, und hieraus folgt immittelbar auch jener Satz, welcher 
oben in der Einleitung citirt worden ist 

Ich bemerke noch, dass man an Stelle der Function F{x), welche für 
alle primitiven p'-ien Wurzeln der Einheit verschwindet, überhaupt eine ganze 
Function von der Form: 

F(x)~(x^iy + p<l>(x) 

nehmen kann, wo 9{x) eine ganze ganzzahlige Function (n — l)-ten Grades 
bedeutet Es gilt auch dann noch der Satz, dass jeder Divisor f{x) von F(x) 
für 0? =» 1 moduiis p , f{x) congruent Null sein muss. Denn F{x) ist modtdo p 
ein Divisor von a?^" — 1, wenn v so gewählt wird, dass p" ^n ist; es wird 
also, wie oben: 

f{xy^ = f{x^") = f(l) (modd. p , F(x)) , also auch (modd. p , f(x)) 
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und daher: 

f(l) = (modd.p,ax)). 

Hieraus folgt unmittelbar, dass F(x) irreductibel ist, wenn «(1) nicht ^0 
(mod.^) ist. 

Dieses Resultat findet sich schon in dem Schoenemcmn'Qchen Aufsatze 
im 32. Bande dieses Journals (§ 61, S. 100^) und ist dort auch auf ganz ähn- 
liche Weise hergeleitet. Später hat Eisenstein im 39. Bande dieses Journals 
8. 167 denselben Satz in derselben Art bewiesen'), und in manchen Beproduc- 
tionen wird der Satz irrthümlicher Weise Msenstein zugeschrieben. In einer 
Notiz im 40. Bande dieses Journals S. 188 hat Schoenenumn selbst schon auf 
seine Priorität in der angegebenen Beziehung aufinerksam gemacht; doch 
findet sich darin (wohl nur in Folge von Druckfehlem) der § 6 seiner Abhand- 
lung im 31. Bande an Stelle des § 61 seiner Abhandlung im 32. Bande citirt. 



^) Schönemann, G^rondzüge einer allgemeinen Theorie der höheren Congmenzen, deren Modal 
eine reelle Primzahl ist; Grelle^s Journal Bd. 81, S. 269—826, Bd. 82, S. 93—106. H. 

*) G, Eisenstein, üeber die Irrednctibilität und einige andere Eigenschaften der Gleichnng, 
Ton welcher die Theilong der ganzen Lemniacate abhängt; Crelle's Jonmal Bd. 89, S. 160—179, 224 — 287. 

H. 
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Auf dem freien Plane philosophischer Vorarbeit, aus welchem man 
in die eingehegten Gebiete der verschiedenen Wissenschaften gelangt, sind 
auch die Begriflfe der Zahl, des Raumes und der Zeit zu entwickeln, von 
welchen in der Mathematik Gebrauch gemacht wird. Und es erscheint zweck- 
mässig, die Entwickelung dort so weit zu führen, dass die Begriffe schon 
mit ihren Grundeigenschaften ausgestattet sind, wenn die specialwissenschafb- 
liche Behandlung beginnt. 

So soll dies hier in Beziehung auf den Zahlbegriff geschehen, den ein- 
fachsten jener drei Begriffe, dessen dominirende Stellung Jacobi in einem 
seiner Briefe an Äleooander v, Humboldt sehr schön hervorgehoben hat**). 



w* 



,Ein Alter" — so beginnt einer dieser Briefe — „vergleicht die 
Mathematiker mit den Lotophagen. Wer einmal, sagt er, die Süssigkeit der 
mathematischen Ideen gekostet, kann nicht mehr davon ablassen. Schreiben 
Sie also meinen vorigen Brief***) der Raserei zu, in welche jene Lotosfresser 
versinken, wenn sie den Cultus jener Ideen vernachlässigt oder sie nur ihrer 



*) Dieser Aufsatz ist durch theilweise Umarbeitung und Erweiterung desjenigen 
entstanden, welcher in den Herrn Eduard Zeller zu seinem f&nfzigjährigen Doctor-Jubiläum 
gewidmeten philosophischen Aufsätzen unter No. YIU abgedruckt ist. 

**) Die Briefe haben sich in G. Lejeune DiridUet^s Nachlass vorgefunden. 
***) Dieser ;,vorige Brief tragt als Datum „Berlin d. 26. Dez. 1846'' und füllt mit 
der Jacobf sehen kleinen und engen Schrift drei Octavseiten vollständig aus. Auf der 

8t* 
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zufitUigen Anwendungen wegen geschätzt glauben. Und sagt nicht Aehnliches 
schon Schüler in den Xenien in seinem kleinen Gedicht 

Archimedes und der Jüngling. 

Zu Archimedes kam ein wissbegieriger Jüngling, 

Weihe mich, sprach er zu ihm, ein in die göttliche Kunst, 

Die 80 herrliche Dienste der Stemenkunde geleistet, 

Hinter dem Uranos noch einen Planeten entdeckt. 

Gottlich nennst Du die Kunst, sie isfs, versetzte der Weise, 

Aber sie war es, bevor noch sie den Kosmos erforscht. 

Ehe sie herrliche Dienste der Stemenkunde geleistet. 

Hinter dem Uranos noch einen Planeten entdeckt. 

Was Du im Kosmos erblickst, ist nur der Gottlichen Abglanz, 

In der Olympier Schaar thronet die ewige Zahl.^ 

In dieser geistvollen Parodie des Schüler'schen Gedichts „Archimedes 
und der Schüler** bezeichnet Jacobi die Stellung des Zahlbegriffs in der ge- 
sammten Mathematik echt poetisch aber auch genau zutreffend und ganz 
ähnlich wie Garns in den Worten: ,JDie Mathematik sei die Königin der 
Wissenschaften und die Arithmetik die Königin der Mathematik. Diese 
lasse sich dann öfter herab, der Astronomie und andern Naturwissenschafben 
einen Dienst zu erweisen, doch gebühre ihr unter allen Verhältnissen der 
erste Rang***). 

In der That steht die Arithmetik in ähnlicher Beziehung zu den anderen 
beiden mathematischen Disciplinen, der Geometrie und. Mechanik, wie die 
gesammte Mathematik zur Astronomie und den anderen Naturwissenschaften; 

ersten Seite schreibt Jacobii ,yAlso das möchten Sie wissen, welche Gedankenentwickelnng 
vorhergehen mnsste, damit 1846 Leverrier den transuranischen Planeten ausrechnen 
konnte?^ Und auf der dritten Seite: ^Unter diesen Umständen ist es also wirklich etwas 
Ausserordentliches, wenn Leverrier bei seiner Rechenfertigkeit die mathematische Umsicht 
hat, die erforderlich ist, um auf geschickte Art sich an ein weitläufiges gänzlich neues 
Problem zu wagen. Aber die Arbeit des Menschengeistes kann man nach der dazu 
nöthigen homöopathischen Dosis nicht ermessen.'' 

♦) Vgl. „Gauss zum Gedächtniss*' von W. Sartonus v. WaUershausen, Leipzig 1856, 
S. 79. In derselben Schrift wird auf S. 97: ^O d'sog agi^fL'qTiiBL^^ als ein Ausspruch von 
Gauss angefahrt, welcher als solcher durch einen in G. L^eune Diricfdefs Nachlass vor- 
gefundenen, von Gauss' Arzte, Baum, an Hufnboldt gerichteten Briefe beglaubigt ist. 
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auch die Arithmetik erweist der Geometrie und Mechanik mannigfiEtche Dienste 
und empfängt dagegen von ihren Schwester-Disdplinen eine FüUe von An- 
regungen. Dabei ist aber das Wort „Arithmetik" nicht in dem üblichen 
beschränkten Sinne zu verstehen, sondern es sind alle mathematischen Disci- 
plinen mit Ausnahme der Geometrie und Mechanik, also namentlich die 
Algebra und Analysis, mit darunter zu begreifen. Und ich glaube auch, dass 
es dereinst gelingen wird, den gesammten Inhalt aller dieser mathematischen 
Disciplinen zu „arithmetisiren"^ d. h. einzig und allein auf den im engsten 
Sinne genommenen Zahlbegriff zu gründen, also die Modificationen und Er- 
weiterungen dieses Begriffs*) wieder abzustreifen, welche zumeist durch die 
Anwendungen auf die Geometrie und Mechanik veranlasst worden sind. Der 
principielle Unterschied zwischen der Geometrie imd Mechanik einerseits und 
zwischen den übrigen hier unter der Bezeichnung „Arithmetik" zusanmien- 
gefassten mathematischen Disciplinen andererseits besteht nach Gaiiss darin, 
dass der Gegenstand der letzteren, die Zahl, bloss unseres Geistes Product 
ist, während der Baum ebenso vde die Zeit auch atmer imserem Geiste eine 
Bealität hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht vollständig vorschreiben 
können**). 

§ 1. 
Definition des Zahlbegriffs. 

Den naturgemässen Ausgangspunkt ftlr die Entwickelung des Zahl- 
begriffs finde ich in den Ordnungszahlen. In diesen besitzen wir einen Vor- 

*) Ich meine hier namentlich die Hinzunahme der irrationalen sowie der continuir- 
liehen Grössen. 

**) Die Gauss'schen Worte (in einem Briefe an Bessel vom 9. April 1830*) lauten: 
i,Nach meiner innigsten Ueberzeugung hat die Baumlehre zu onserm Wissen a priori eine 
ganz andere Stellung, wie die reine Grossenlehre; es geht unserer Eenntniss von jener 
durchaus diejenige yollständige Ueberzeugung von ihrer Nothwendigkeit (also auch von 
ihrer absoluten Wahrheit) ab, die der letztem eigen ist; wir müssen in Demuth zugeben, 
dass, wenn die Zahl ihss unsers Geistes Product ist, der Baum auch ausser unserm 
Geiste eine Bealität hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht yollständig vorschreiben 
können." Vgl. Herrn Ernst Schering'a Festrede, vorgetragen in der öffentlichen Sitzung der 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen am 30. April 1877, S. 9. 

^) BriefwechBel zwischen Oauss und Bessel, Leipzig 1880, S. 497 flgde. H. 
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rath gewisser, nach einer festen Reihenfolge geordneter Bezeichnungen, welche 
wir einer Schaar verschiedener und zugleich fttr uns unterscheidbarer Objecte 
beilegen können*). Die Gesammtheit der hierbei verwendeten Bezeichnungen 
fassen wir in dem Begriflfe der „Anzahl der Objecte", aus denen die Schaar 
besteht, zusammen, und wir knüpfen den Ausdruck ftlr diesen Begriff unzwei- 
deutig an die letzte der verwendeten Bezeichnungen an, da deren Aufeinander- 
folge fest bestimmt ist. So kann z. B. in der Schaar der Buchstaben (a, b, c, d, e) 
dem Buchstaben a die Bezeichnung als „erster*^ dem Buchstaben b die Be- 
zeichnung als „zweiter'' u. s. f. imd endlich dem Buchstaben e die Bezeichnung 
als „fanfter** beigelegt werden. Die Gesammtheit der dabei verwendeten Ord- 
nungszahlen oder die „Anzahl'' der Buchstaben a, b, c, d, e kann dem- 
gemass in Anknüpfung an die letzte der verwendeten Ordnungszahlen durch 
die Zahl „Fünf" bezeichnet werden**). 

*) Die Objecte können in gewissem Sinne einander gleich und nur raumlich, 
zeitlich oder gedanklich unterscheidbar sein, wie z. B. zwei gleiche Längen oder zwei 
gleiche Zeittheile. 

**) Der Vorrath von Bezeichnungen, den wir in den Ordnungszahlen besitzen, ist 
deshalb immer ausreichend, weil es nicht sowohl ein wirklicher als vielmehr ein ideeller 
Vorrath ist. In den Gesetzen der Bildung unserer Wort- und Ziflferbezeichnung der Zahlen 
besitzen wir recht eigentlich das „Vermögen", jeden Anspruch zu befriedigen. Freilich 
nur in der Weise, dass in dem Ausdrucke einer Zahl gewisse Bezeichnungen behebig 
vielfach wiederholt werden. Sind aber Wiederholungen gestattet, so genügt schon ein 
einziges Zeichen, um jede Zahl auszudrücken, nämlich so, dass das eine Zeichen so oft 
wiederholt wird, als die Zahl angiebt. Indessen wäre eine solche primitive Darstellungs- 
weise mittels eines einzigen Zeichens ganz unübersichtlich, und die andere ebenso primitive 
Darstellungsweise durch lauter verschiedene Zeichen wäre offenbar ganz imthunlich. 
Man ist deshalb bei den Wortbezeichnungen der Zahlen wohl darauf ausgegangen, mit 
Hülfe möglichst wenig specifisch verschiedener Stammworte möglichst viele Zahlen aus- 
zudrücken, und dies ist dadurch gelungen, dass man das Schema der Bezeichnungen wie 
eine Tabelle mit zweifachem Eingang einrichtete. So kann man durch Einzeichnung 
von Punkten in die 45 Felder einer durch fünf Colonnen und neun Zeilen gebildeten 
Tabelle alle Zahlen bis 99 999 genau so darstellen, wie es durch die griechische Wort- 
bezeichnung geschieht. Werden dabei in die Colonne I die Einer, in die Colonne 11 die 
Zehner, in die Colonne III die Hunderter, in die Colonne IV die Tausender und in die 
Colonne V die Zehntausender eingezeichnet, so wird z. B. die Zahl 32 456 durch fünf Punkte 
dargestellt, welche beziehungsweise 

in den Zeilen 3, 2, 4, 5, 6 
und in den Colonnen V, IV, III, II, I 
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Man kann aus den Ordnungszahlen selbst eine Schaar von Objecten 
bilden. Für diejenige Schaar, welche aus einer bestimmten (w***°) Ordnungs- 
zahl und aus allen vorhergehenden Ordnungszahlen besteht, wird die „Anzahl'' 
gemäss der oben gegebenen Definition durch die der n^*^ Ordnungszahl ent- 
sprechende ,,Cardmalzahl'' n ausgedrückt, und es sind diese Cardinalzahlen, 
welche auch schlechthin als „Zahlen'' bezeichnet werden. Eine Zahl m heisst 
,;kleiner" als eine andere Zahl n, wenn die zu m gehörige Ordnungszahl der 
zu n gehörigen vorangeht. Die sogenannte natürliche Reihenfolge der Zahlen 
ist nichts Anderes als die Beihenfolge der entsprechenden Ordnungszahlen. 



§2. 

Die UnabhiBgigkeit der Zahl von der beim Zählen befolgten Anordnimg. 

Wenn man eine Schaar von Objecten „zählt", d. h. wenn man die 
Ordnungszahlen, ihrer Beihenfolge nach, den einzelnen Objecten als Bezeich- 
nungen beilegt, so giebt man damit den Objecten selbst eine bestimmte An- 
ordnung. Wenn nun diese Anordnung der Objecte beibehalten, aber eine 
neue Beihenfolge der als Bezeichnungen verwendeten Ordnungszahlen (durch 
irgend eine Permutation derselben) festgesetzt und alsdann dem ersten 
Objecte die in der neuen Beihenfolge erste Ordnungszahl, dem zweiten 
Objecte die zweite Ordnungszahl, und so der Beihe nach jedem folgenden 
Objecte die folgende Ordnungszahl als Bezeichnung beigelegt wird, so erhalten 
damit die Objecte wiederum eine durch die ihnen zugetheilten Ordnungs- 
zahlen bestimmte, von der früheren verschiedene Anordnung, und sie werden 



stehen. Die griechische Wortbezeichnung xqiö^vqioi di6%lkioi tstgaxoöioi juvvqxovtu II 
ergiebt sich aas einer solchen Tabelle unmittelbar^ indem man aus der Zeilenbezeichnung 
den Anfang und aus der Colonnenbezeichnung die Endung jedes einzelnen der fünf Zahl- 
wörter entnimmt. Demnach ist für den ersten Punkt, welcher in der Zeile 3 (tQstg) und 
in der Colonne Y ((ivgioi) steht, das Zahlwort tQL6^vQi0i zu bilden, für den zweiten 
Punkt, welcher in der Zeile 2 (ßvo) und in der Colonne IV (x^Atot) steht, das Zahlwort 
diöxihoi u. s. f., und für den fünften Punkt, welcher in der Zeile 6 (^) und in der 
Colonne I steht, bleibt das Zahlwort ^ selbst ohne Zusatz einer Endung. Die griechische 
Zahlwörterbildung ermöglicht es also, mit Hülfe von nur 13 yerscfaiedenen Bezeichnungen, 
nämlich neun Anfangs- und vier Endungsbezeichnungen, alle Zahlen bis 99999 deutlich 
unterscheidbar auszudrücken. 



Digitized by 



Google 



256 



Ober den zahlbegriff. 



also in einer anderen Anordnung „gezäMt"*). Dabei bleibt aber die „Qe- 
sammtheit^' der als Bezeichnungen verwendeten Ordnungszahlen, welche nach 
der obigen Definition den Begriff der ,^zahl der Objecte" ergiebt^ ungeandert^ 
und diese Anzahl, d. h. das Bestdtat des Zahlens, ist demnach von der beim 
Zahlen befolgten oder durch das Zahlen gegebenen Anordnung unabhängig. 
Die „Anzahl" der Objecto einer Schaar ist also eine Eigenschaft der Schaar 
als solcher, d. h. der unabhängig von irgend einer bestimmten Anordnung 
gedachten Gesammtheit der Objecto. 

Fasst man irgend welche Elemente, die mit den Buchstaben a,b, c, d,... 
bezeichnet werden mögen, gedanklich zu einem System zusanmien, aber so, 
dass auch die Reihenfolge der Elemente dabei fixirt wird, so sind z. B. die 
beiden Systeme (a, h, c) und (c, a, 6) von einander verschieden. Und in der 
That sind auch, wenn man ftlr a, 6, c irgend welche von einander ver- 
schiedene Zahlen ninmit und dann einen Punkt im Baume, dessen drei recht- 
winklige Coordinaten durch die Werthe x^a, y~h, z^^c bestimmt sind, 
durch das System (a, 6, c) bezeichnet, die zwei Punkte (a, 6, c) und 
(c, a, 6) von einander verschieden. Wenn nun aber irgend zwei Systeme 
(a, h, c, d, ...), (a, h\ c, d\ ...) „äquivaiefU^^ genannt werden, sobald es 
möglich ist, das eine in das andere dadurch zu transformiren, dass man der 
Beihe nach jedes Element des ersten Systems durch je eines des zweiten 
Systems ersetzt, so besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung 
fttr die Aequivalenz zweier Systeme in der Gleichheit der Anzahl ihrer 
Elemente, und die Anzahl der Elemente eines Systems (a, b, c, d, .. .) charak- 
terisirt sich hiernach als die einzige ,,Invariante^^ aller untereinander äqui- 
valenten Systeme**). 



*) Für die Darlegung der Möglichkeit, Objecte in verschiedenen Anordnungen zo 
zählen, ist hier absichtlich nicht das Permutiren der Objecte selbsi^ sondern nur das der 
Zahlbezeichnnngen benutzt worden. Es bedurfte auf diese Weise keiner weiteren Yor- 
aussetzung über die Objecte, als jener im § 1, wonach sie „unterscheidbar'^ sind. 

**) Hierdurch wird^ glaube ich, der Inhalt des Satzes näher präcisirt, mit welchem 
Herr Lipschite sein Lehrbuch der Analysis beginnt Dieser Satz lautet: ^^Wenn man bei 
der Betrachtung getrennter Dinge von den Merkmalen absieht^ durch welche sich die 
Dinge unterscheiden, so bleibt der Begriff der AnzM der betrachteten Dinge zurück/' 
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§3. 

Die Addition der Zahlen. 

Man kann die Zahlen selbst als Objecte des ZäMens nehmen. Man 
kann also z. B. von der Zahl w^ + 1 an um w, weiter zählen, d. h. genau 
so viele von den auf die Zahl n^ zunächst folgenden Zahlen zu einer Schaar 
zusammenfassen, dass deren Anzahl n, beträgt. Dieses ,,weiter Zählen^' 
heisst: y^wr Zähl n^ die ZaM «, oMiren^^, und diejenige Zahl s, zu welcher 
man bei jenem weiter Zählen gelangt, heisst das „B^sultat der Addition'' 
oder die „Summe von n^ und w," und wird durch n^ + n, dargestellt. Zu 
eben demselben Resultat s gelangt man aber auch, wenn man zur Zahl n^ 
die Zahl n^ addirt, d. h. wenn man von der Zahl w, + 1 anfongend um n^ 
weiter zählt, und es ist daher: >^j + w, — w, + w^. Ebenso ist allgemein: 

^i + ^j + ^sH \-%~K + ^ß + %'\ y^y wenn «, /J, y, . . . ? die 

Zahlen 1, 2, 3, ... r in irgend einer Anordnung bedeuten. Denn, wenn man 
die ganze Schaar von Systemen zweier Zahlen (ä, h) bildet, welche entsteht, 
indem man nach einander: 



A = l 


und 


*=1, 2,.. 


«1, 


A-o2 


und 


ft=l, 2,.. 


•♦»„ 


Ä = 3 


und 


ft=l, 2,.. 


•♦»„ 



Ä = r und Ä — 1, 2, 



setzt, so ergiebt sich die Zahl: w^ + w, + WjH |-n^, als Anzahl der Systeme 

der Schaar, sobald man sie in der Beihenfolge zählt, in welcher sie hier 
gebildet worden sind. Ordnet man sie aber dergestalt, dass diejenigen nach 
einander folgen, in denen: 



A»a und 


*-l, 2,.. 


••»»„ 


Ä — /J und 


i-1. 2,. 


■'«ß^ 


& = y und 


* = 1, 2,., 


•»., 



Ä — p und Ä — 1, 2, . . . n 



L. Kroneoker's Werk« IIL 83 
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ist, 80 ergiebt sich die Zahl n^ + n^ + n^-] h^^» als Anzahl der Systeme 

der Schaar, und dieselbe Anzahl wird also einerseits durch die Summe: 

^1 + ^2 + ^5 H h^rf andererseits durch die Summe: ^« + ^^ + w^ H [-n^ 

dargestellt. 



§4. 

Die Mnltlplication der Zahlen. 

Sind die einzelnen Sunmianden w^, n,, n^, ... n^ sftmmtlich gleich 
einer und derselben Zahl n, so bezeichnet man die Addition als ,,Multipli- 
cation der Zahl n mit dem Multiplicator r*' und setzt: 

**i + **2 + ^«H l-n^ — rn. 

Das Resultat der so definirten Multiplication bezeichnet man als das Product 
der Zahlen r und n. Man erhält aber genau dasselbe Besultat, wenn man 
die Zahl r mit dem Multiplicator n multiplicirt, und es ist überhaupt das 
Product beliebig vieler Zahlen n^n^n^"-n^ unabhängig von der Reihenfolge, 
in welcher die Multiplicationen nach einander ausgefilhrt werden. Denn wenn 
man sich die sämmtlichen Systeme von r Zahlen (Ä^, Ä,, Ä,, ... \) gebildet 
denkt, welche entstehen, indem man 

für \ alle Werthe 1, 2, 3, . . . w^, 
für Ä, alle Werthe 1, 2, 3, . . . w,, 
far A3 alle Werthe 1, 2, 3, ... n^. 



far h^ alle Werthe 1, 2, 3, . . . n^, 
setzt, so können diese Systeme nach der Grösse der Werthe von 

geordnet werden, wenn g eine Zahl bedeutet, die grösser als jede der Zahlen 
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^if ^8> ^8> • • • ^r i®^ ßi® Systeme folgen dann so auf einander ^ wie sie 
der Grösse nach auf einander folgen würden, wenn h^h^\"'h^ eine Zahl 
mit den Ziffern ä^ , ä, , ä, , . . . Ä^ in dem Zahlensysteme mit der Grundzahl g 
darstellte. Das Princip emer solchen Anordnung ist übrigens kein anderes 
als das lexikographische für den Fall, dass an die Stelle der Zahlen 1, 2, 3, . . . 
der Beihe nach die Buchstaben eines Alphabets treten. 

Die verschiedenen Abtheilungen der Systeme (ä^ , ä, , ä, , ... äJ, 
welche durch die verschiedenen Werthe von h^ charakterisirt werden, * und 
deren Anzahl n^ ist, folgen einander bei der angegebenen Anordnung nach 
der Grösse der Werthe von \; innerhalb jeder Abtheilung folgen die w, 
verschiedenen, durch die Werthe von h^ charakterisirten Unterabtheilungen 
wiederum einander nach der Grösse dieser Werthe u. s. f. Bezeichnet man 
die Anzahl derjenigen Systeme, in denen \ = 1 ist, mit s^, so ist s^ auch 
die Anzahl der Systeme in jeder der n^ Abtheilungen, welche durch die 
Werthe: ^^ = 1, 2, 3, ... n^ charakterisirt werden. Die Gesammtanzahl 
aller Systeme wird hiernach durch das Product n^s^ ausgedrückt. Bezeichnet 
man nun femer die Anzahl derjenigen Systeme, in denen Äj — 1 und ä, — 1 
ist, mit s,, so ist s, auch die Anzahl der Systeme in jeder der w, Unter- 
abtheilungen, welche bei Pesthaltung des Werthes ä^ = 1 durch die n^ Werthe: 
Ä, = 1, 2, 3, ... w, charakterisirt werden. Die mit s^ bezeichnete Anzahl 
aller Systeme der Abtheilung, in welcher ä^ — 1 ist, wird also durch das 
Product w,s, ausgedrückt, und die Anzahl aller Systeme überhaupt wird 
gleich: n^n^s^. Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man das Pro- 
duct: n^n^n^'-^n^ als Ausdruck für die Anzahl der sämmtlichen Systeme 
(Äj, Ä,, Ä,, ... Äj. 

Bedeuten nun, wie oben, a, j3, y, . . . p die Zahlen 1, 2, 3, ... r 
in irgend einer andern Anordnung, und ordnet man die sämmtlichen Systeme 
(Ä^, Äj, Äj, ... h^) so, wie sie der Grösse nach auf einander folgen würden, 
wenn \^ß\ ' ' ' \ öiii© Zahl mit den Ziflfern Ä^, Ä^, Ä^, . . . Ä in dem 
Zahlensysteme mit der Grundzahl g darstellte, so erhält man bei dem aus- 
einandergesetzten Verfahren das Product: n^n^n^ • • - n^ als Ausdruck fdr die 
Anzahl der sämmtlichen Systeme (ä^ , ä^ , ä^ , ... \) , und es muss also in 
der That: 

88* 
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n^n^n^'-n^^n^n^n^'^'n^ 



sein. Das Product beliebig vieler Zahlen ist demnach unabhängig von der 
Reihenfolge der Factoren, d. k von der Reihenfolge, in welcher die Multipli- 
cationen nach einander ausgefdhrt werden. 



§5. 

Die Baelistabeiirecliiiiiiig. 

Die Gesetze der Addition und der Multiplication der Zahlen sind hier- 
mit aus den Definitionen vollständig entwickelt. Dieselben Gesetze mussten 
für die sogenannte Buchstabenrechnung als maassgebend angenommen werden, 
sobald man anfing, die Buchstaben zur Bezeichnung von Zahlen zu ver- 
wenden, deren Bestinmiung vorbehalten bleiben kann oder soll. Aber mit 
der principieUen Einfllhrung der „Unbestinmiten" (indeterminatae), welche von 
Gatiss herrührt, hat sich die specielle Theorie der ganzen Zahlen zu der 
allgemeinen arithmetischen Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen von 
Unbestimmten erweitert. Diese allgemeine Theorie gestattet alle der eigent- 
lichen Arithmetik fremden Begriffe, den der negativen, der gebrochenen, der 
reellen und der imaginären algebraischen Zahlen, auszuscheiden. 

L Der Begriff der negcUiven Zahlen kann vermieden werden, indem in 
den Formeln der Factor — 1 durch eine Unbestimmte x und das Gleichheits- 
zeichen durch das Gauss'ache Congruenzzeichen modtUo (x + 1) ersetzt wird. 
So wird die Gleichung: 

in die Congruenz: 

1 + 9x = 3 + 6x (mod. x + 1) 

transformirt; sie gewinnt dadurch auch an Inhalt, da die Congruenz für 
jede positive ganze Zahl x eine Bedeutung hat, nämlich die, dass 7 + 9^ 
bei der Division durch x + 1 denselben Rest lasst wie 3 + örc, und anderer- 
seits geht diese Congruenz unmittelbar in die Gleichung über, sobald man 
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X nicht mehr als Unbestimmte, sondern als eine durch die Gleichung 
a? + 1 — definirte „Grösse" auffiisst und also die „negative Einheit" einfährt. 
Dass übrigens die Bedeutung der Formel: 7 — 9 — 3 — 5 selbst emer näheren 
Darlegung bedarf, und dass dabei „eigentlich ein neuer Gebrauch vom 
Gleichheitszeichen" gemacht wird, findet man in dem Lehrbuch des Herrn 
Dr. Hermann Schubert klar auseinandergesetzt*). 

II. Der Begriff der gebrochenen Zahlen ist zu vermeiden, indem man 

in den Formeln den Factor — durch eine Unbestimmte x^ und das Gleich- 

heitszeichen durch das 6rat<ss'sche Congruenzzeichen modulo {mx^ — 1) ersetzt. 
Die drei Bruchrechnungsregeln, nämlich die der Addition: 



die der Multiplicaition: 



und die der Division: 



iL 4- A -- <*♦* + ^^ 
m "^ n mn ^ 



a b ah 

m n wn' 



ah an 

____ • ___ — » ^___ 

m * n hm' 



werden alsdann vollständig durch die drei entsprechenden Congruenzen: 

(!•) ^^m + ^^n = (^^ + ^^>mn (rnoid.mx^ — 1, nx^ — 1, fnnx^^-l), 
(2.) ax^ . lx^ = alx^^ (modd.ma:„- 1, nx^-1, mnx^^ — 1), 

(3.) ax^ ' x^^^ = anx,^ (modd.mx^^l, nx^-1, hmx^^-1, K^,,.-l) 

begründet. Diese drei Congruenzen selbst resultiren aber aus den drei 
folgenden Identitäten: 



*) System der Arithmetik und Algebra, als Leitfaden fQr den Unterricht in 
höheren Schulen. Von Dr. Hermann Schubert, Oberlehrer an der Gelehrtenschule des 
Johanneums in Hamburg. Potsdam 1885. Verlag von Aug. Stein. S. 26. Von der im § 5 
eben dieses Werkes enthaltenen Entwickelung des ^^Begriffs der Zahl'' ist Manches bei 
den obigen Auseinandersetzungen benutzt worden. 
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^ax^ + bx^ = (an + bm)x^^ + anx^^(mx^ - 1) + 6ma:^^(na:^ - 1) 



(n.) 

(DL) 



Das „Grösser** und „Kleiner" der Brüche kann als durch die Additionsregel 
gegeben betrachtet werden, indem der durch Addition zweier Brüche ent- 
standene Bruch für grösser als jeder der beiden Summanden erklärt wird. 
Auf diese Weise wird die Aufeinanderfolge der rationalen Brüche nicht bloss 
definirt, sondern auch begründet*). 

in Dass die Einführung und Verwendung der algebraischen Zahlen 
überall da entbehrlich ist, wo nicht die Isolirung der unter einander con- 
jugirten erfordert wird, habe ich in einem früheren Aufsatze gezeigt**); dass 

*) Id der Vorrede zu seinem Werke: ,^troductioii ä la tb^orie des fonctions 
d'une variable'' sagt Herr Jules Tannery S. VIII: ,Pn peut constituer enti^rement T Analyse 
avec la notion de nombre entier et les notions relatives ä raddition des nombres entiers; 
il est inutile de faire appel ä aueun autre postulat, k aucone autre donn^e de l'ex- 
perience; .... une fraction, du point de vue qae j'iiidique, ne peut pas etre regard^ 
comme la reunion de parties Egales de Funit^; ces mots „parties de Funit^^ n'ont plus 
de sens; une fraction est un ensemble de deux nombres eutiers, raug^s dans un ordre 
d^termin^; sur cette nouvelle esp^ce de nombres, il y a Heu de reprendre les d^finitions 
de Tegalit^, de l'in^gaht^ et des Operations arithm^tiques''. Wie dies letztere in der 
That — wenn auch in anderer Reihenfolge — geschehen kann, ist oben dargelegt worden. 
**) „Ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik'' Bd. 100,8.490 dieses Journals. 
Man vergleiche namentlich den Schluss dieses Aufsatzes a. a. 0. 8. 510^). Dem dort Ge- 
sagten ist hinzuzufQgen, dass in gewissen Gebieten der Algebra die Verwendung der 
Moduln und Modulsysteme an 8telle der algebraischen Zahlen nicht nur zulässig, sondern 
sogar nothwendig ist 8o kann die Frage, ob eine irreductible ganzzahlige Function F(x) 
unter Adjunction einer Wurzel einer irreductibeln ganzzahligen Gleichung <E> (y) — 
reductibel wird, nur in der Form entschieden werden, ob F(x) sich modtdo 0(ff) als 
Product ganzer Functionen von x und y mit rationalen Coefficienten darstellen lässi 

>) Band III S. 209—240 dieser Ausgabe. Vgl besonders S. 240. H. 
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diese Isolirung selbst aber auch ohne Einführung neuer Begrifife geschehen 
kann und nur dann, wenn sie so geschieht , das Wesen der Sache klar her- 
vortreten lässt, soll hier in derselben Weise, wie ich es seit zehn Jahren 
in meinen Universitatsvorlesungen zu thun pflege, dargelegt und damit zu- 
gleich jene „genauere Analyse des Begriflfs der reellen Wurzeln algebraischer 
Gleichungen" gegeben werden, welche ich am Schlüsse des ersten Theiles 
der „Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen" 
angekündigt habe*). 

Ist fix) eine ganze ganzzahlige Function von x, welche mit ihrer 
Ableitung f\x) keinen Theiler gemein hat, so giebt es ganze ganzzahlige 
Functionen 9(0;), Vi{x), für welche die Gleichung: 

W 9W{x) + q>,{x)r(x) = B 

besteht Hier bedeutet D den absoluten Werth der Discriminante von f{x)j 
also eine positive ganze Zahl. Es sei nun: 

/"(«) — «0 + «1^ + «»«* H V ö,i»" 

und a^ der absolut grösste der n Coefficienten a^, a^, . . . a^_^. Bezeichnet 
man alsdann den rationalen Bruch x^ { mit r, so ist: 



mx) 






also fttr jeden nicht zwischen — r und r liegenden Werth von x: 

I f{x) — ö»ä" I < I a^ap" I und folglich: sgn. f{x) = sgn, a^ x"". 

Demnach kann f{x) nur innerhalb des Intervalles (— r, r) sein Vorzeichen 
ändern. 



*) B. 92, 8. 44 dieses Journals, i) 

Band II S. 296 dieser Aasgabe. H. 
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Setzt man zur Abkürzung: 

f(x + 6)-f(x)~öf^(x, 6), {f^{x, ^)-r(^))9i(^) = ^*(^, ^)y 

80 sind f^{x^ a) und ^(a?, a) ganze ganzzahlige Functionen von x und <y, 
und wenn man unter f^{x, er), q>{x)y 9i(a;), ^(rc, <y) beziehungsweise die- 
jenigen Functionen versteht, welche aus f^{Xy <y), q>{x)y 9^{x)j if{x, e) da- 
durch hervorgehen, dass man darin die Coefficienten durch ihre absoluten 
Werthe ersetzt, so bestehen offenbar die Ungleichheiten: 

\ft(^.<f)\<fiih^), k(^)l<9(r), l9>i(^)l<9iW, \tl^(x,6)\<i,(jc,l), 

sobald der Werth von x zwischen — r und r und 6 zwischen —1 und 1 
liegt. Bedeutet nun s eine ganze Zahl, welche den grössten der vier ratio- 
nalen Werthe: 

/^(t, 1) y(i) 91 (r) ^(t, 1) 

mindestens um eine Einheit übersteigt, und setzt man dann: 

ip(x)^{s — l)De(x), q>^(x) = {8-l)De^{x), t(x, ö) ^ (s — l)DH{x, ö), 
so geht die Gleichung (81.) in folgende über: 
(».) eix)f(x) + 6,{x) . f^^ + ^]-f^-) = ^H{x, 6) + j^^, 

und die Werthe der Functionen e{x), 6^{x), H{Xj a) sind für die Werthe 
von X und er, welche durch die Ungleichheiten: 

— r<a?<r, — 1<6<1 

beschränkt sind, absolut kleiner als Eins. Ist a absolut kleiner als -, so 
folgt aus der Gleichung (S5.) die Ungleichheit: 



\f(x^\ I K(^ + ^^-/^(^) k ^ 
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und es besteht daher für je zwei in dem Intervall (— r, r) liegende Werthe 
X, x\ deren Differenz, absolut genommen, kleiner als j ist, die Un- 
gleichheit: 

(cs\ \f(r'\\ t K(0-/^(^^) | ^_i_ 

(®-) 1/(^)1 + 1 a>"^x' l>i(ir^ri)- 

Es soll nunmehr gezeigt werden, dass die Function f{x)j während x 
in einem Intervalle von der Grösse - bleibt, entweder gar nicht oder nur 
ein Mal ihr Zeichen wechselt, d. h. dass, wenn: 



x<x"<x" und x"—x^\ 

ist, nicht: 

8gn. f{x') — — 8gn. f{x") = 8gn. f(x") 
sein kann. 

Hat der Werth von f{x) am Anfange eines Intervalls, welches nicht 
grösser als ^ ist und mit {J) bezeichnet werden möge, das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen desjenigen am Ende des Intervalls, so muss dasselbe auch 
wenigstens für eines der Theilintervalle der Fall sein, in welche das Inter- 
vall (e7) getheilt werden kann. Es sei nun r eine beliebige ganze Zahl, und 
man denke sich das Intervall {J) in rD gleiche Theile getheilt. Alsdann sei 
(J) ein solches dieser Theilintervalle, in welchem Anfengs- und Endwerth 
von f{x) entgegengesetztes Zeichen hat. Endlich seien x\ x irgend zwei in 
dem Intervalle (J) liegende Werthe von x, wofttr: 

X < x\ 8gn. f{x) = — sgn. f{x") 
ist Da nun: 

f{^l — f(^') = («" — ^')fi (P^'y ^" - «') 

und also: 

L. Kroneoker*! Werk« IIL 34 
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(©.) \nx')-f{x')\<{x'-x')l(x,l)^{x''-x')(s^l)D 

ißt, so folgt mit Berücksichtiguiig der Ungleichheit: x' — x' ^j^, dass: 

\f(x")^nx')\<^, 

und also, da f(x') und f(x') entgegengesetzte Vorzeichen haben, auch: 
(«0 l/-(OI<7, l/-(OI<7 

sein muss. In jedem Intervalle von der Grösse -, an dessen Anfangs- und 

Endpunkt f(x) entgegengesetztes Vorzeichen hat, kann ol9o> toenn man eine 

ganze Zahl r Idiebig wählt y mindestens ein Intervall von der Grösse -^ 

gefunden werden, an dessen Anfangs- und Endpunkt (Ebenfalls f{x) entgegen- 
gesetztes Vorzeichen hat, und in welchem alle Werthe von f{x) absolut kleiner 

als ~ sind. 

Wenn f{x) am Anfonge eines Intervalles, welches nicht grösser als - 

ist, dasselbe Vorzeichen hat wie an dessen Endpunkt, so behält f(x) eben 
dieses Vorzeichen innerhalb des ganzen Intervalles. 

Bezeichnet man nämlich das Intervall mit (J^), seinen Anfangspunkt 
mit Xq, seinen Endpunkt mit a?^, und nimmt man an, dass für einen zwischen 
Xf^ und x^ liegenden Werth x^ die Function f(x) ein anderes Vorzeichen 
hätte als f{x^ und f{xj, so Hessen sich auch zwei zu beiden Seiten von x^ 
und noch innerhalb des Intervalls (J^) liegende Werthe x^ und a?, durch die 
Gleichungen: 





, 1 /•(«,)! 


bestinunen, für welche: 





8gn- /"(«o) ■= — 8gn. /"(afj) — 8gn. /"(ajj -= — sgn. /•(«,) 
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wftre. Denn, dass erstens die Werthe a;^ und a?, noch innerhalb des Inter- 
valles (J^) liegen, d. h. dass die Ungleichheiten: 

^2 "" ^0 ^ r« — DD ' ^i — ^i> 



•'O ^ (5 - 1)2) f ^l •*-« -" (5 -, 1)I> 

bestehen, erschliesst man aus den Ungleichheiten: 

welche aus der obigen Ungleichheit (S>.) hervorgehen, indem man überdies 
berücksichtigt, dass der Voraussetzung nach: 

ist. Es ist nun zweitens gemäss der obigen Ungleichheit ($.): 

l/-W-/-Wi<(^,-^i)(^-l)2), \nx,)^f{x,)\<ix,-x,){s-l)D, 
also in Folge der Gleichungen (3f.)- 

\fi^,)-n^^)\<\a^,)u \n^z)-a^,)\<\a^,)\f 

und diese Ungleichheiten erfordern, dass sowohl f(x^) als auch f(x^) dasselbe 
Vorzeichen habe wie f{x^)y also das entgegengesetzte der Functionswerthe 
f(x^ und f{x^). Sowohl das Intervall (o?^, rcj als auch das Intervall (a:,, x^) 
wäre hiemach ein solches, in welchem f{x) am An&ng und Ende entgegen- 
gesetztes Vorzeichen hat, und es könnten also nach dem, was oben bewiesen 
worden, Werthe x\ x" bestimmt werden, ftir welche: 



^0 



<x'<x,, x,<x'<x,, \f{x')\<\, |/"(OI<7 



wäre, wenn r beliebig angenommen wird. Nun müsste aber gemäss der Un- 
gleichheit (©.): 






34* 
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sein, also, da: 

IA0K7, \n^")-a^')\<jn^i\ + \n^i\< f 

ist, auch: 



und endlich, da: 



ist: 









1 , (f-i)i> ^ JL 



oder: 



r ^ r|/^(a;^| ^i(«-l)' 



'<'(-«('+^fÄ^)- 



Da aber die Zahl r beliebig gross gewählt werden kann, so kann diese 
Ungleichheit nicht bestehen, und es ist also in der That zu erschliessen, dass 

in einem Intervalle, welches nicht grösser als - ist, die Function f(x) durch- 
weg einerlei Vorzeichen hat, sobald man nur weiss, dass dies an den beiden 
Endpunkten der Fall ist. 



Nunmehr folgt unmittelbar, dass f(x) in emem Intervalle von der 
Grösse j nicht mehr als ein Mal das Zeichen wechseln kann. Denn wäre für 
drei in dem Intervalle liegende Werthe x^y x^^ a?„ wofür x^<x^<x^ ist: 

sgn. f{x^ — — sgn. f{x^ — sgn. f{x^ , 

SO wflrde ja das Intervall {x^^ x^) ein solches sein, dessen Grösse kleiner 
als j wäre, und an dessen An&ngs- und Endpunkt f{x) dasselbe Vorzeichen 
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hatte. In einem solchen Intervalle kann aber, wie so eben bewiesen worden, 
f{x) sein Zeichen nicht wechseln; es kann also nicht: 

sein. 

Das im Vorstehenden entwickelte Resultat kann folgendermaassen 
formulirt werden: 

Erstens sei o© + a^x + a,a?* H f- a^x"" eine ganzzahlige 

Function von a?, die mit f{x) bezeichnet werden möge; D sei der 
absolute Werth der Discriminante der Function f{x) und f (x) ihre 
Ableitung. 

Zweitens seien g>{x), q>^{x) ganzzahlige Functionen von x, 
beziehungsweise von den Graden n — 2 und w — 1, für welche die 
Oleichung: 

q>{x)f(x) + q^,(x)f'(x)^D 

besteht, und es sei: 

9(a;)— ^ a^x\ 9i(«)— ^ «>*• 

Drittens seien mittels der Gleichungen: 

n^ + y) - fix) - yf,(x, y), (f,(x, y) _/^'(^))9 W = J/*(-t, y) 

die Functionen f^(x, y), if(x, y) definirt, so dass also in den Ent- 
wickelungen: 

*(^; y)'^2 \j,^^ (».*-0, i....2«-4), 

die CoefQcienten 6 und c ganze Zahlen bedeu^n. 
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Viertens sei \a^\ der grösste der Werthe ja^|, \a^], ... la^.jj, 
und es sei « die kleinsie positive ganze Ziüü, weldie den ün- 
gleichheitsbedingongen: 



(»=•,1,.... «-S), 
(4=«, 1,.... n-l), 



(.-i)i>s^!.;i- C-'-^ii^T 
(.-l)I)>2li^.>(iit±l^)' Ä.-H.....-), 

genügt 

Alsdann kann nicht sgn. f{z') -» — sgn. f{x") = sgn. f(x'") 
sein, wenn: 

Ä < a; < X und x — a? s j 

ist; die Function f{x) behalt demnach ihr Vorzeichen in jedem 
Intervalle von der Grösse -, in welchem die Vorzeichen am 
An&ngs- und Endpunkt gleich smd, und sie wechselt ihr Vor- 
zeichen nur ein einziges Mal in jedem Intervalle von der Grösse 
-, in welchem die Vorzeichen am Anfangs- und Endpunkt ver- 
schieden sind. In einem Intervalle der letzteren Art kann ferner, 
wenn r eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, ein Theil- 

intervall von der Grösse -^ so bestimmt werden, dass die Func- 
tion f{x) am Anfangs- und Endpunkt verschiedenes Vorzeichen 
hat und durchweg in dem Theilintervalle ihrem absoluten Werthe 

nach kleiner als - bleibt Endlich beh&lt die Function f{x) das 
Vorzeichen von a^o:", sobald x seinem absoluten Werthe nach grösser 
als M±if=iwirA 

Hiernach kann, wenn die ganze Zahl t durch die Ungleichheits- 
bedingung: • 
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*(|«,i + !«.|)^<|««|<|a.| + «(|a,| + |«.|) 

—^ — , jj ihr 

Zeichen wechseln, in welchem h einen der Werthe: — < + l, — < + 2, ...,<— 1,< 
hat. Man braucht also nur die Vorzeichen der 2t Werthe: 



41) 



(jb— 1+1, -/+t, ...1-1, 1) 



zu bestimmen, um diejenigen der 2< — 1 Intervalle von der Grösse j zu 

ermitteln, in welchen die Function f{x) ihr Zeichen — und zwar nur ein 
Mal — wechselt. Die Anzahl dieser Intervalle ist zugleich diejenige, welche 
man als Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung f(x) — bezeichnet, und 
es wird also durch das angegebene Yer&hren dasjenige vollkommen ersetzt, 
welches der /S!(iirm'sche Satz liefert. Aber aiich die sogenannte Berechnung 
der reellen Wurzeln selbst wird durch das angegebene Verfahren ersetzt; denn 
wenn sich für eine bestimmte Zahl k zeigt, dass: 

•8-^(^)41)--' 

ist, so braucht man nur die Anfangs- und Endwerthe von f(x) in den Theil- 
intervallen von der Grösse ^, d. h. also die rD+ 1 Werthe: 

zu berechnen und diejenige Zahl h zu bestimmen, wofür: 

ist, um daraus zu erschliessen, dass die Function f{x) in dem Intervalle: 

ihr Zeichen wechselt und absolut durchweg kleiner als ^ bleibt. 
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Die sogenannte Existenz der reellen irrationalen Wurzeln algebraischer 
Gleichungen ist einzig und allein in der Existenz von Intervallen der an- 
gegebenen Beschaffenheit begründet; die Zulässigkeit der Rechnung mit d^n 
einzelnen Wurzeln einer algebraischen Gleichung beruht ganz und gar auf 
der Möglichkeit sie zu isoliren, also auf der Möglichkeit eine Zahl, wie die 
oben mit s bezeichnete , zu bestimmen. Ist eine solche Zahl s bestimmt^ 

welche die Eigenschaft hat, dass die Intervalle von der Grösse j hinreichend 

klein sind, um die verschiedenen Wurzeln derselben Gleichung zu isoliren, 
so wird das „Grösser" und „Kleiner" der Wurzeln einfach durch die Auf- 
einanderfolge der bezüglichen Isolirungs-Intervalle definirt Das „Grösser" und 
„Kleiner" irgend welcher irrationalen algebraischen Zahlen bestimmt sich 
hiernach auch, wenn man — wie es offenbar zulässig ist — die beiden ihrer 
Grösse nach zu vergleichenden algebraischen Zahlen sich als zwei Wurzeln 
einer und derselben Gleichung denkt. Das eigentliche Wesen der Sache tritt 
aber erst dann in der obigen Deduction vollkommen scharf hervor, wenn 
man darin auch die Benutzung von Brüchen vermeidet und ausschliesslich 
von ganzen Zahlen Gebrauch macht. 

Wird zu diesem Zwecke an Stelle von a^ + a^x + a^o? -{-••• + aj^ die 
homogene ganze Function: 

eingefahrt und mit -F(y, z) bezeichnet, so ist: 

Es wird also: 

9gn. F(rsD, JcrD - h) ^ F(rsD, irZ) — Ä + 1) — — 1, 

und wenn q eine unbestimmte ganze positive Zahl bedeutet, so wird für alle 
ganzzahligen Werthe von z die zwischen: 

^ (krD -'h)q und {krD — h + l)q 
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liegen: 

\F{qrsD,B)\<r'''\qsBr, 

Während das Vorzeichen von F{qrsD, z) flr z — QcrD — h)q entgegengesetzt 
demjenigen fttr ;8f — {JcrD — Ä + 1) j ist. 

Die Zahl s bestimmt sich in der oben angegebenen Weise durch die 
Coefficienten der Function F{Xy y). Alsdann bestimmen sich die verschiedenen 
ganzzahligen Werthe von Ä, welche die verschiedenen reellen Wurzeln der 
Gleichung f{x) = charakterisiren, durch die Bedingung: 

8gn. F{s, l — 1) . JP(s, i) =c — 1. 

Wird nun noch eine Zahl r beliebig angenommen, so wird die zu einem 
bestimmten Werthe von k gehörige positive und rB nicht übersteigende 
Zahl h durch die Bedingung: 

sgn. FirsD, hrD — h) • F(rsD, JcrD — ä + 1) — — 1 

definirty und es ist alsdann: 

\F{rsD, krD^h)\<r"''(sDy, 
\F(rsD, irD-Ä + l)|<r'-'(sD)". 

Jede der reellen Wurzeln der Gleichung f(x) — wird also durch je eine 
bestimmte Zahl Je vollkommen charakterisirt; alsdann aber gehört zu jeder 
beliebig angenommenen Zahl r noch je eine bestimmte Zahl h, und man 
kann also die Zahlen h als ^^unctionen der unbestinunten ganzen Zahlen r*^ 
auf&ssen, welche durch die ganzzahlige Function jF(y, z) definirt werden. 



In den Resultaten der „allgemeinen Arithmetik" oder der „arithme- 
tischen Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen von Unbestimmten" 
kann man nur eine Zusammenfassung aller derjenigen Resultate sehen, welche 
sich ergeben, wenn man den Unbestimmten ganzzahlige Werthe beilegt. 
Insofern gehören also auch die Resultate der allgemeinen Arithmetik eigent- 

L. Kroneokai*! Werke lU. 86 
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lieh der speeiellen gewöhnlichen Zahlentheorie an, und alle Ergebnisse der 
tiefsinnigsten mathematischen Forschung müssen schliesslich in jenen ein- 
fSetchen Formen der Eigenschaften ganzer Zahlen ausdrückbar sein. Aber 
um diese Formen einfach erscheinen zu lassen, bedurfte es vor Allem einer 
geeigneten übersichtlichen Ausdrucks- und Darstellungsweise für die Zahlen 
selbst, und hieran hat der Menschengeist gewiss seit grauer Vorzeit an- 
haltend und mühsam, bald mehr bald weniger erfolgreich, und je nach den 
verschiedenen Völkerschaften in ganz verschiedener Weise gearbeitet*). Die 
Frucht dieser Arbeit, unsere Wort- und Ziffer-Bezeichnung der Zahlen, war 
ebenso wohl die Vorbedingung für die Auffindung des Wissensschatzes, über 
den die heutige Arithmetik verflgt, wie für die Aufstellung jener „Gesetze, 
in welche wir unsere Kenntniss von der Bewegung der Hinmielskörper fiaasen"; 
sie war aber auch die Vorbedingung für die ganze jetzige (Gestaltung des 
praktischen Lebens, für die ungeheure Ausbreitung und Ausbildung von 
Handel und Verkehr, welche die moderne Welt so wesentlich von der alten 
unterscheidet. 



*) Vgl. die Abhandlung Alexander v. Humboldt* s: üeber die bei verschiedenen 
Völkern üblichen Systeme von Zahlzeichen und über den Ursprung des Stellenwerthes 
in den indischen Zahlen. (Vorgelesen in einer Klassen-Sitzung der EönigL Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, den 2. März 1829; abgedruckt im 4. Bande dieses Journals 
S. 205 ffi) 

In dieser Abhandlung wird eine Bemerkung von Laphce (in deutscher Ueber- 
tragung) citirt, welche im Originaltext^) so lautet: >C'est de linde que nous yient Fing^nieuse 
m^thode d'exprimer tous les nombres avec dix caract^res, en leur donnant ä la fois une 
▼aleur absolue et une yaleur de position; idee fine et importante, qui nous parait mainte- 
nant si simple, que nous en sentons ä peine le m^rite. Mais cette simplicite meme, et 
FextrSme facilit^ qui en resulte pour tous les calculs, placent notre Systeme d'arithm^tique 
au premier rang des inyentions utiles; et Ton appr^ciera la difficult^ d'y parvenir, si Ton 
consid^re qu'il a echapp^ au g^nie d'Arcbimede et d'Apollonius, deux des plus grands 
hommes dont Tantiquit^ s'honore.c 

^) Laplace, Exposition du syBtöme du monde, sizi^me Edition p. 876. Oeuvres compl^tee de 
Laplace t. VI p. 404—405. H. 
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ZUR THEOEIE DEE GATTUNGEN RATIONALER FUNCTIONEN VON 

MEHREREN VARIABELN. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 25. Februar 1886.] 



Als ich vor nun fünfundzwanzig Jahren in die Akademie eintrat, hatte 
ich eben eine algebraische Frage zum Abschluss gebracht, deren Erledigung 
für die weitere Erforschung der Theorie der algebraischen Gleichungen noth- 
wendig war. Ich habe darüber in der Qesanuntsitzung vom 27. Juni 1861 
eine ausführliche, im Monatsbericht (S. 609—617) abgedruckte, Mittheilung 
gemacht und dann in der Gesammtsitzung vom 24. October eine grössere 
Abhandlung über denselben Gegenstand vorgetragen, welche ich zwar nicht 
habe abdrucken lassen, deren hauptsächlichen Inhalt ich aber bald darauf in 
meinen Universitätsvorlesungen bekannt gegeben habe. An einer VeröflFent- 
lichung durch den Druck hat mich namentlich die Schwierigkeit gehindert, 
meine bezüglichen Entwickelungen, welche von einer rein arithmetischen 
Behandlung der algebraischen Grössen ausgingen, in der damals gebräuch- 
lichen, aus anal jtisch - geometrischer Anschauungsweise hervorgegangenen 
algebraischen Terminologie auseinanderzusetzen*). Da ich aber nunmehr in 



*) VergL die Stelle in der Vorrede des >Trait^ des substitutions et des ^quatious 
alg^riquesc von Hrn. C. Jordan (Paris, 1870) S. VIU, worin es heisst: »Nous devons 
ä M. Eronecker la notion du groupe des ^quations de la division de ces derni^res fonctions. 
Noüs aorions d^sir^ ürer un plus grand parti que nous ne Tavons fait des travaux de 
cet illustre auteor sur les ^quations. Diverses causes nous en ont emp^ch^: la natore 
tout arithm^tique de ses m^thodes, si diffi^rentes de la nötre; la diüficiilt^ de reconstituer 
int^gralement une suite de d^monstrations le plus sonvent ä peine indiqu^es; enfin 
Tesp^rance de voir grooper an jour en un corps de doctrine suivi et complet ces beaux 
th^or^mes qui fönt maintenant Tenvie et le däsespoir des g^om%tres.€ 
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meiner Festschrift zu Hm. Kummer^ & Doctorjubiläum*), in welcher ein grosser 
Theil meiner erwähnten, am 24 October 1861 vorgetragenen Abhandlung mit 
aufgenommen ist, die für eine arithmetische Theorie der algebraischen Grössen 
geeignete Terminologie eingeführt und die Theorie der Gattungen rationaler 
Functionen von mehreren Variabein sowie der Divisorensysteme in ihren 
Elementen entwickelt habe, bin ich im Stande, den Inhalt meiner Mittheilung 
vom 27. Juni 1861 in übersichtlicher Weise darzulegen und vollständig zu 
begründen. Eine besondere Veranlassung dazu ist mir jetzt dadurch ge- 
worden, dass ich bei den Vorbereitungen für Universitätsvorlesungen, welche 
ich in diesem Winter über denselben Gegenstand halte, nicht nur mancherlei 
Verbesserungen meiner früheren Methoden, sondern auch einige neue Resultate 
erlangt habe, von denen ich eines gleich hier hervorheben will. 

In meiner Mittheilung vom 27. Juni 1861''') habe ich als das 
Wesentliche in der Theorie der Gleichungen fünften Grades bezeichnet, 
„dass es unter den zehnwerthigen rationalen Functionen von fünf Grössen: 
^0^ ^i> ^s> ^«» ^4> welche bei allen cyWischen Permutationen von je drei 
dieser Grössen nur fünf Werthe annehmen, solche giebt, für welche die 
symmetrischen Functionen dieser fünf Werthe nur von ewei Functionen 
der Grössen x abhängen 'S und ich habe bemerkt, dass dies schon aus 
den ein&chsten Betrachtungen über die dort behandelten Functionen 
fi^kf ^t+«> ^jb+4> ^t+i> ^jb+i) hervorgehe. Eben dasselbe Resultat lasst sich 
aber auch dhrect und unabhängig von der Theorie der Functionen f in der 
folgenden eleganten Weise herleiten. 

Bezeichnet man die rationale Fimction: 

mit S{x^f a?,, o?,, a?J, so ist offenbar für jeden beliebigen Werth von r: 

Ö(«i; «s> ^$f a^i) — ®K + ^ «s + ^ «f + ^ «4 + 

*) Monatsbericht S. 613. 

1) Band U 8. 287—887 dieser Aosgabe. H. 
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und auch: 

&{x,, X,, X,, a;,) = ö(i-, J-, J-, ^). 

Folglich besteht die Relation: 
wenn: 

ist und a, h, c, d beliebige Grössen bedeuten. Man kann also z. B. a, b, Cj d 
so bestimmen, dass ^2 = — 1, 2/8 = 0, i/^ = + l wird, indem man: 

(Xu — ar«) C:Po — xA 

setzt. 

Nimmt man nun zu den Variabein x^j x^, x^y x^ noch eine Variable x^ 
hinzu^ so sind oflFenbar die sämmtlichen Functionen: 

welche entstehen, indem man ftlr «, /3, y, rf je vier unter einander ver- 
schiedene von den Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 setzt, nur Functionen der zwei Grössen 
y^ und y^ oder: 

(^0 - g^8) (^2 - ^4) (^1 - ^3) (^2 - ^4) 

(^0 - «2) (^8 - ^4) + (^0 - ^4) («8 - ^2) ' («?1 - ^2) (^8 - ^4) + («1 - «4) (^8 - «2) ' 

welche selbst rationale Functionen von x^, x^, a?,, x^, x^ sind. Die Coeffi- 
cienten der Gleichung, welcher alle diese conjugirten Functionen B genügen, 
hangen also nur von zwei rationalen Functionen der f&nf Grössen x ab. 

Aus den Functionen B kann leicht eine solche gebildet werden, die 
bei allen cyklischen Permutationen von drei Grössen x fünf verschiedene 
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Werthe annimmt, deren symmetrische Functionen nur von zwei Functionen 
der Grössen x abhangen. Solche fünf conjugirte Functionen von x^j x^y a;,, rr,, x^ 
erhält man z. B,, wenn man zu dem Product-Ausdrucke: 

^1 ■" ^« ^2 — ^y vcj — «^ ' or, — a^/ * Väj — asj "*" a:^ — xj 

die vier übrigen conjugirten bildet. Diese fttnf conjugirten Functionen sind 
oflFenbar solche, wie ich sie in dem obigen Citat aus meiner Mittheilung vom 
27. Juni 1861 als existent hervorgehoben habe; sie genügen einer Gleichung 
fünften Grades, deren Coefficienten zweiwerthige rationale Functionen der 
fttnf Grössen x sind und nur von zwei solchen Functionen abhangen, und sie 
entstehen — wie ich noch bemerken will — ganz einfach, indem die zweite 
Invariante je einer der Gleichungen vierten Grades, welche aus der Gleichung 
fünften Grades: 

{x — x^ {x — x^ (x — x^ {x — x^) {x - o; J = 

bei Adjunction je einer der Grössen x^, x^, o;,, a?,, x^ hervorgehen, durch die 
Quadratwurzel aus der Discriminante dividirt wird. 
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ÜBER 

DIE ARITHMETISCHEN SÄTZE, WELCHE LEJEUNE DIRICHLET 

IN SEINER BRESLAUER HABILITATIONSSCHRIFT 

ENTWICKELT HAT. 

[Oelesen in der Akademie der WissenscliafteQ am 5. April 1888.] 



Auf die erste, am 11. Juli 1825 der Pariser Akademie überreichte, 
arithmetische Abhandlung Lejeune Dirichlet's folgte 1827 eine zweite, mit 
welcher er sich in Breslau habilitirteO. Sie ist in Octavformat (ohne Angabe 
der Jahreszahl) gedruckt und wohl nur in wenigen Exemplaren hergestellt 
worden. Auf dem Titelblatte steht: 

>De formis linearibus, in quibus continentur divisores primi 
gmrumdam formtd^irum graduum superiorum commentatio , qtuim ad 
veniam docendi ab amplissimo phüosophorum ordine in regia universUate 
litterarum Vratislaviensi impetrandam conscripsit Gustavus Lejeune 
Dirichlet, phüosqphiae doctor. Vratislaviae, typis Kupferianis.^ 

Den Ausgangspunkt bildet die Bemerkung, dass die Primtheiler jeder 
Form zweiten Grades durch gewisse Linearformen charakterisirt seien, dass 
dies aber, wenn der Grad grösser als 2 ist, nur für besondere Formen, wie 
z. B. far die von Euler untersuchten Formen a?** + 1 der Fall sei. Bei der 
Beschäftigung mit diesen .Ew^er'schen Untersuchungen, sagt DiricMet am 
Schlüsse der Einleitung, sei er auf eine neue Art von Formen höheren Grades 
gekommen, welche ähnliche Eigenschaften wie die von Euler behandelten 
besitzen. 



*) G. Lejeune-DirieMei gesammelte Werke Bd. I S. 47—62. 
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Es sind dies die Formen U und F, welche entstehen, wenn man den 
Ausdruck (aJ + Vö)" auf die Form TJ-^- VYb bringt Dabei bedeutet x eine 
„Unbestimmte", n eine beliebige positive ganze Zahl und 6 eine positive oder 
negative ganze Zahl, welche nur kein vollständiges Quadrat sein darf, 

DiricUet untersucht und bestimmt die Primtheiler von V unter der 
Voraussetzung, dass n eine Primzahl ist, und die von TJ für den Fall, dass 
n eine Potenz von 2 ist Er bemerkt dabei, dass seine Untersuchungs- 
Methode auch bei jedem andern ganzzahligen Werthe von n anwendbar sei, 
dass er sich aber, um der Abhandlung keine zu grosse Ausdehnung zu gßben, 
auf jene beiden Fälle beschränken wolle. 

Als ich nun beim Abdruck jener Habilitationsschrift in Lejeune Dirichkfs 
Werken zu eingehender Bescha.ftigung mit derselben veranlasst wurde, machte 
ich den Versuch, das von DiricJUet behandelte Problem mit Hülfe von Modul- 
systemen auf rein arithmetischem und ganz im absoluten Bationalitatsbereich 
der gewöhnlichen Zahlen bleibendem Wege zu lösen. Dies gelang in über- 
raschend ein&cher Weise, und dabei ganz vollständig, d. h. für jeden beliebigen 
Werth der Zahlen h und n. Wenn nun auch jenes DiricMefQche arithmetische 
Problem selbst jetzt als ein elementares zu betrachten ist, so wird doch eine 
kurze Auseinandersetzung der neuen und ganz allgemeinen Lösung haupt- 
sächlich durch das Interesse, welches sich an jeden von Dirichiet behandelten 
Gegenstand knüpft, dann aber auch als ein neuer Beleg für die Anwendbar- 
keit der Modulsysteme wohl gerechtfertigt erscheinen. 

L Bedeutet n eine positive ganze Zahl und z eine unbestinmite 
Variable, so hat z"" — ! so viel verschiedene ganze ganzzahlige Factoren 
als n verschiedene Divisoren hat. Einer dieser Factoren, welcher als der 
„primitive" bezeichnet werden soll, ist dadurch vollständig charakterisirt, dass 
er nicht zugleich als Factor in irgend einem Ausdrucke /^ — 1 enthalten ist^ 
in welchem der Exponent m kleiner als n ist. 

Es sei nun, wie in meiner Mittheilung vom 29. Juli 1886*), 



*) Zur Theorie der elliptischen Functionen, Ari XI, § 2. Sitzungsbericht Ton 
1886, S. 707. 
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«.-1. ««-(-in 

wenn die Zahl m lauter verschiedene Primzahlen enthält und v deren Anzahl 
bedeutet, aber 

wenn m irgend eine Primzahl mehrfeich enthalt. Ferner sei F^ (z) der primitive 
Factor von je^ — 1. Alsdann ist: 

n 

(A) ^.w-/7(*^-i)'% 0'-i-nFM, 

d d 

WO die Multiplication über alle Divisoren d von n zu erstrecken ist. Setzt 
man endlich: 

WO X und y unbestimmte Variable bedeuten und {^{x^ y^) eine ganze ganz- 
zahlige Function von x und y* ist, so wird: 

da die über alle Divisoren d von n erstreckte Summe 2b^ gleich Null ist, 
und es zeigt sich also, dass der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung, 
der offenbar eine ganze ganzzahlige Function von x und y ist, nur die graden 
Potenzen von y enthalt Bezeichnet man denselben zur Abkürzung durch: 

SO ist es die ganze ganzzahlige Function: 

a^(x, 8), 

deren Primtheiler q für beliebig angenommene positive oder negative ganz- 
zahlige Werthe von s zu bestimmen sind. 
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Die Form G^{Xy s) ist offenbar, wie die Function F^{x)f vom Grade 
fp(n)f wo g>{n) in üblicher Weise die Anzahl derjenigen unter einander modtdo n 
incongruenten Zahlen bedeutet, die zu n relativ prim sind. 

IL Bilden r^, r^, . • . eui vollständiges System derjenigen unter ein- 
ander modulo n incongruenten Zahlen, die zu n relativ prim sind, so findet 
die Congruenz: 

(B) /Z(^ - ^1 = Fn (^) (°^o^- ^. W) <^=-^i' ^«— > 

r 

statt. Um dies darzuthun, soll zuvörderst gezeigt werden, dass: 

7^,(0 = (mod.F„W) 
ist. In der That ist gemäss den Gleichungen (A): 

/" — 1 = IJF^ (/) ^I^ (mod. F (z)) (d aUe Diritoren toh n) , 

r 

und keiner der Factoren F^{z''), bei welchem d<n ist, hat einen gemein- 
samen Theiler mit F^ (z). Derselbe Theiler müsste nämlich in jeder der 
beiden Functionen: /**— 1 und z"" — !, also auch in ^g;'"**''^^'' — 1 enthalten 
sein. Da man nun die Zahlen a, b so bestimmen kann, dass ard + &n = e2 
wird, so müssten F^ (z) und / — 1 , also auch F^ (z) und F^ (z) einen gemein- 
samen Theiler haben, wo t einen Divisor von d bedeutet. Zwei Functionen 
F^{z)y welche verschiedenen Divisoren d entsprechen, können aber keinen 
gemeinsamen Theiler haben, da ihr Product in ^i^ — 1 als Theiler enthalten 
ist, imd da js" — 1 mit der Ableitung w^""^ keinen gemeinsamen Theiler hat. 

Aus der Congruenz: F^(/*) = (mod. F^{z)) folgt: 
j; {x) = {x- /O « (^, ^) (mod. F {z)) , 
wo *(a?, z) eine ganze ganzzahlige Function von x und z ist. Da femer: 
F„(/0 = 0, also (/' — /O «(-^'S ^) = (mod. F^(^)) 
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ist, 80 muss: 

und folglich 9{Xy z) modulo F^(z) durch a? — /* theilbar sein. Denn der 
Factor /" — /* hat mit F^(z) keinen gemeinsamen Theiler, da ein solcher 
Theiler sonst auch in / — 1 enthalten sein müsste, wenn d den grössten 
in rj — r, enthaltenen Divisor von n bedeutet; und dass F^ (z) und / — 1 
keinen gemeinsamen Theiler haben, ist soeben dargethan worden. 

Es erweist sich also F^(x) als modulo F^{z) durch das Product 
(x — /*) {x — /*) theilbar, und indem man so fortfehrt, erschliesst man oflFen- 
bar die Richtigkeit der oben aufgestellten Congruenz (B). 

IQ. Auf Grund der Congruenz (B) ergiebt sich für die zu unter- 
suchende Function G^{Xy s) ganz unmittelbar die Congruenz: 

(C) ö,(a;, 5) = J7((^ + y)-(^-y)/) imodd. y'- 8, F^(Z)) (r-r,. r,,...), 

r 

und die oben mit q bezeichneten Primtheiler der Form G^ {x, s) werden also 
durch die Forderung bestimmt, dass ganzzahlige Werthe von x existiren 
sollen, für welche die Congruenz: 

/7(a; + y — (a: - y) jerO = (modd. g, y* — s, F^ (z)) (r=»r,. r,. ...) 

r 

erfüllt wird. Hierflr ist oflFenbar nothwendig und hinreichend, dass die 
Congruenz: 

(D) nnik + y-(k-^y)zl = (modd. q, y' - s, F^(z)) Cl^l'^^';^! J 

bestehe. Da nun: 

II (u — kv) ^ u* — tit;'"^ (mod. q) (*-o, i, . . . j-i) 
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ist, SO geht die Oongruenz (D) in folgende über: 

J7(y'(/+iy-y(/ + l)(/-ir^) = (modd.2, y*-5, -P^(0)) (r-r,. r., ...), 

r 

und daxaus resultirt, wenn man jeden Factor des Products auf der linken 
Seite mit / — 1 multiplicirt und die Congruenzen: 



(/ + ly = /« + 1 (mod. q) 

y,-i = s'i''''' = (1) (^odd. q, y' - s) 



benutzt, die Congruenz: 

/7((/c^-^i) ^ 1) (1 _ ^) + / ^^(,.1) _ 1) (1 + ^)) = (modd. g, F^ii)) 

r 

(r^rj.r,,...), 

in welcher zur Abkürzung der Werth des Legendre'sciien Zeichens /-) mit a 

bezeichnet ist. Je nachdem ö = + 1 oder er — — 1 ist, muss daher die 
Oongruenz: 

77 (/<«-« - 1) = oder /Z(/^^^'^ - 1) = (modd. q, F^ (b)) (r-r,. r„ ...) 
r r 

stattfinden, d. h. es muss: 

(E) J7(/<^->^i) = o (modd. q,F^(0)) 

sein. 

Das Divisorensystem: 

(2, F^iB), /<^-^> -- 1) oder fe, F,(.), ^'^ - 1, /<^-^ - 1), 

ist oflFenbar aequivalent {q, F^(z), / — 1), wenn d den grössten in j — er 
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enthaltenen Divisor von n bedeutet, und es soll nun gezeigt werden, dass 
dieses Divisorensystem aequivalent Eins ist, wenn d<n ist. Alsdann besteht 
nämlich die Congruenz: 

^5j = (mod.j;(0)), 

da ;8?" — 1 durch F^(z) theilbar ist und F^(z), wie oben bewiesen worden, 
mit / — 1 keinen Factor gemein hat. In jenem Divisorensysteme kann also 

das Element -5 hinzugeftlgt werden, und da: 



*» — 1 



= ^ (mod.5--l) 



ist, auch das Element ^. Das Divisorensystem wird hiernach: 

(2, j, -FLW, /''-"'- 1), 

und dies ist in der That aequivalent Mns, wenn — wie jetzt vorausgesetzt 
werden soU — die Primzahl q nicht in n enthalten ist. 

Da nun vermöge der Congruenz (E) das über alle Werthe von r 
erstreckte Product der Divisorensysteme: 

das Modulsystem {q, F^{z)) enthalten soll, so können diese Divisorensysteme 
nicht sämmtlich aequivalent Eins sein, und es muss also der mit d 
bezeichnete, grösste in ^ — <^ enthaltene Divisor von n gleich n selbst sein; 
d. h. es muss die Congruenz 

^ — ^ — {^) (mod.n) 

bestehen. Da aber auch andererseits, wenn diese Congruenz besteht, jeder 
einzelne Factor des Products: 

Z#. Kroneeker*! Werke lU. 87 
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r 

durch F^(z) theilbar ist, so ergiebt sich als Endresultat, 

dass die Primtheiler q der Form G^{x, s), welche nicht in n ent- 
halten sind, sämmtlich durch die Congruenz: 

« — (f) (°iod.n) 

charakterisirt werden. 

Da die Primzahlen q, für welche (-) den einen oder den anderen Werth 
hat, bestimmte Linearformen in Beziehung auf 4s haben, so werden die nicht 
in n enthaltenen Primtheiler von G^{x, s) zugleich in Beziehung auf n 
imd 4$, also in Beziehung auf die kleinste durch n und 4s theilbare Zahl t, 
durch bestimmte Linearformen charakterisirt, d. h. durch eine Beihe von 
Linearformen: 

Ä< + p', Jct + Q*, Äf + p'", ..•, 

in welchen q\ q'\ q"', . . . gewisse Reste von t bedeuten. 

rV. Im Anschluss an die DiricJUe^Qche Abhandlung möge noch der 
besondere Fall erörtert werden, in welchem n durch $ theilbar und 8 un- 
grade ist. 

Alsdann muss 

für 2 = + 1 (mod. n) zugleich (~) — + 1 und (^) — 1, 

für j= - 1 (mod. n) aber (|) 1 und (f) = (=^) 

sein. 
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Ist nun erstens j^l (mod. 4), so ist (^j = (^), und es muss also 

für 2^ — 1 (mod. n) auch | s | ^ — 1 (mod. 4) sein, d. h. der absolute Werth 
von s muss von der Form 4Ä; — 1 sein. 

Ist zweitens j^ — 1 (mod. 4), so ist: 

(i)-(i)(-if""". 



es muss also für ^ ^ 1 (mod. n) die Congruenz s = 1 (mod. 4) bestehen, und 
fax q^ — 1 (mod. n) muss 8 negativ sein. 

Für jeden Werth von $ können also Primtheiler g, die ^ 1 (mod. n) 
und ^ 1 (mod. 4) sind, auftreten, aber Primtheiler q mit den Bedingungen: 

q^ — 1 (mod. n), q^+1 (mod. 4) nur für |s|^— 1 (mod. 4), 
g^+1 (mod.n), q^ — 1 (mod. 4) nur fÄr s ^ + 1 (mod. 4), 
3^ — 1 (mod. n), q^ — 1 (mod. 4) nur für s <0. 

Ist zugleich $ negativ imd von der Form 4ä — 1, so ist |sl = l (mod. 4), 
und es kann daher nur 

entweder: g = + 1 (mod. n) , g = + 1 (mod. 4) 

oder: q^ — l (mod. n), q^ — 1 (mod. 4) 

sein. Da überdies: 

g = (|) (moAn) 

ist, so werden also die Primtheiler q der Form G^(x, s) für den Fall: 
s<0, s^— 1 (mod. 4), n^O (mod. s) 

87* 
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dadurch charakterisirt, dass sowohl modtdo n als auch modulo 4 mid folglich, 
wenn n ungrade ist, modulo 4n: 

sein muss. Dieses Resultat findet sich in der DiricMe^schen Habilitations- 
schrift ftkr den Fall, wo n Primzahl und also gleich dem absoluten Werthe 
von s ist. 
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ÜBER SYMMETRISCHE SYSTEME. 

[Gelesen in der Akademie der WissenBchaften am 26. April 1889.] 



Als ich in meinen Untersuchungen über die Chaxakteristik von Func- 
tionensystemen, welche ich in den Monatsberichten der Akademie vom 14. 
und 21. Februar 1878^) auszugsweise mitgetheilt habe, die Veränderungen 
betrachtete, welche die Charakteristik bei Variation der Functionen erßiJirt, 
wurde ich auf die Frage geführt, ob es möglich sei, von jedem System zu 
jedem anderen, welches dieselbe Charakteristik hat, durch allmähliche Variation 
der Functionen so überzugehen, dass dabei die Charakteristik immer ihren 
Werth beibehalt. Nimmt man wie a. a. 0. die Functionen von v Parametern 
x^, x^, . . .x^ abhängig an und definirt also jedes einzelne Functionensystem 
durch einen einzelnen Punkt der t^-fiEtchen Mannig&ltigkeit (x), so erfilllen 
die Functionensysteme, welche dieselbe Charakteristik haben, gewisse t^-fach 
ausgedehnte Gebiete der i^- fachen Mannigfaltigkeit {x)y und jene Frage kann 
alsdann dahin formulirt werden, ob jedes dieser Gebiete zusanmien- 
hängend ist 

Ich habe die bezeichnete Frage, welche meines Wissens früher noch 
nicht erörtert worden ist, ftlr die Charakteristik eines Systems zweier Func- 
tionen einer Variabein in meiner erwähnten Mittheilung im Monatsbericht 
von 1878 und schon vorher in meinen Universitätsvorlesungen behandelt, 
namentlich in dem Falle, wo die eine der Functionen die Ableitung der 
anderen ist und die Charakteristik also durch die Anzahl der reellen Linear- 



^) Ueber StHrm'Behe Functionen, Bd. II S. 87—70; üeber die Charakteristik Ton Fonctionen- 
systemen, Bd. II S. 71—82 dieser Ansgabe Ton L, Kronecker'B Werken. H. 
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&>ctoren der letzteren Function bestimmt wird. Aber in den Universitäts- 
vorlesungen, welche ich in dem vorigen Wintersemester über die Theorie der 
algebraischen Gleichungen gehalten habe^ bin ich, bei Behandlung der Cha- 
rakteristik von Systemen zweier beliebigen ganzen Functionen einer Variabein 
mittels der Jacobi-B^zotWachen Eliminationsmethode darauf geführt worden, 

die Gebiete zu untersuchen, in welche eine durch die yn(n + l) variabeln 

Elemente eines symmetrischen Systems: 

repräsentirte ■j^{^ + l)-fiw5he Mannigfaltigkeit zerlegt wird, wenn die Deter- 
minante |;e^^;^| gleich Null gesetzt und also die hierdurch dargestellte 
(y n (n -{- 1) — l) -fiiche Mannigfeltigkeit gebildet wird. 

Um die Ergebnisse dieser Untersuchung hier einfach auseinanderzu- 
setzen^ schicke ich einige vorbereitende Entwickelungen voraus. 

I. Aus der Composition von Systemen: 

(O (^ik) 0>ik) (»-.»-LS,...») 

resultirt, wenn das eine der Systeme (a^^), (&^J das transponirte des anderen, 
also: 

6,4 — a,, (..*-i,s...i.) 

ist, ein symmetrisches System: 

Denn aus der wirklichen Darstellung des Resultats der Composition: 
ersieht man unmittelbar, dass aus der Gleichung: 
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«**-*** 


(A.^«l, 1, .. 


..n) 


die Relation: 






V-=<, 


07, *-l. 1. . 


..n) 


folgt. 






n. WäMt man für das System (o^J ein solches: 






«!.) 


ig, A=l, 8. . 


.,«), 



far welches: 

femer für einen einzigen Index r: 

und jedes der übrigen Elemente a^^ gleich Null wird, so ist: 

<i = ^11 + 2^, + <^,, 

<*-<,= V (.,*-«. 5,... n). 

Das componirte System z^^ enthält also nur in der ersten Horizontalreihe 
und in der ersten Verticalreihe Elemente, die von den bezüglichen Elementen z^^^ 
verschieden sind. 

ni. Bedeutet (6^J, wie oben, das transponirte des Systems (a^J, 
so ist: 

&i?-=*S-*S ^l-h hf.^t, 

und jedes der übrigen Elemente h^^ wird gleich Null. Bezeichnet man nun 
das System, welches aus der Composition: 

L. Kroneoker*! Werk« TLL 38 
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resiütirt, mit: 



80 ist: 
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c 


= 


"rr 


+ 2Kr + ^*^U> 




=■ 


C 


= «*r + *^n 


*;* 


= 


<, 


= v 



(*=l,i,...r-l, r+l,.. «) 
(p,*»l,«,...r-l.r+l, ...«). 

Das componirte System ^^'^ enthält also nur in der r*~ Horizontal- 
reihe und in der t^ Verticalreihe Elemente, die von den bezüglichen 
Elementen z^^ verschieden sind. 

IV. Aus der Composition von Systemen: 
resultirt ein System {sfp^, für welches: 

IS I« 

ist. Das componirte System (sf^^) entsteht also aus dem ursprünglichen 
System (^r^J, indem darin die erste und r** Horizontalreihe, sowie die erste 
und r** Verticalreihe mit einander vertauscht, und nach jeder Vertauschung 
die Zeichen sämmtlicher Elemente der ersten Beihe verändert werden. 

V. Ist, wie von jetzt ab vorausgesetzt werden soll, die Determinante 
des Systems (i?.J von Null verschieden, so können nicht alle Elemente der 
ersten Horizontalreihe gleich Null sein. Wenn nun ß^^ das erste von Null 
verschiedene Element ist, so kann t so gewählt werden, dass: 
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wird. Man kann also von einem beliebigen symmetrischen Systeme (z.j) aus- 
gehend, gemäss (n) stets zu einem componirten gelangen , in welchem das 
neue Element z,^^ von Null verschieden ist. 

Ist nun in diesem System, unter den auf z^^ folgenden Elementen der 
ersten Horizontalreihe, z^^ das erste von Null verschiedene, so kann man 
gemäss (III) ein System (z'/^) erhalten, in welchem: 

also, wenn man: 

^«-^ 

setzt, ^i,. = wird, während die Elemente z'^^, ^^j-, . . . z'^^^_^ ebenfalls gleich 
Null sind, da deren Werthe mit den gleich Null vorausgesetzten Werthen 
^12 y ^18» • • • ^1, r-i übereinstimmen. 

Durch wiederholte Anwendung der hier auseinandergesetzten Methode 
kann oflTenbar ein System erlangt werden, in welchem alle Elemente der 
ersten Horizontal- imd Vertical-Reihe mit Ausnahme von z^^ gleich Null sind. 
Ein solches System geht ferner, wenn man die in Nr. IV angegebene Com- 
position benutzt, indem man dort r = w nimmt, in ein symmetrisches System 
über, dessen letzte Horizontal- und Vertical-Reihe, mit einziger Ausnahme des 
Elementes z^^, lauter Nullen enthält. 

VI. Setzt man das in Nr. V entwickelte Verfiihren fort, so gelangt 
man schliesslich zu einem Systeme (t{,.J, dessen sämmtliche Elemente, mit 
Ausnahme der in der Diagonale stehenden, gleich Null sind, in welchem also 
für i^Ä stets ^,^ = ist. Ein solches System ergiebt sich demnach aus der 
Composition einer Reihe von Systemen, in welcher zu beiden Seiten des 
ursprünglichen Systems (^^J lauter Systeme (a[.^), (6f]) stehen, und zwar in 

88* 
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solcher Aufeinanderfolge, dass je eines der beiden gleich weit von dem mitt- 
leren Systeme {z.j) abstehenden das transponirte des anderen ist Dies kann 
durch die (symbolische) Compositions-Gleichung: 

angedeutet werden. 

VII. Je zwei Systeme (a[/]), («1*'^) und auch je zwei Systeme 
'!*)? (^-I'O ^^^^ ^^ einander reciprök, d.h. sowohl aus der Composition: 



«3 K") 

als auch aus der Composition: 
geht das yyEinheitssystem^^: 

hervor, in welchem rf.^ = oder rf.^ = 1 ist, je nachdem die beiden Indices 
von einander verschieden oder einander gleich sind.*) Es bestehen also die 
(symbolischen) Compositions-Gleichungen : 

und aus der oben in Nr. VI aufgestellten Compositions-Gleichung resultirt 
daher die folgende: 



*) Verg]. meine Notiz „die Subdeterminanten symmetrischer Systeme^' im Sitzungs- 
bericht 1882, XXXVIII ^), wo ich die oben angewandten Bezeichnungen „reciprok'' und 
„Einheitssystem^' eingefQhrt habe. 

^) Band II S. 889^896 dieser Ausgabe; s. S. 891. H. 
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deren linke Seite sich von derjenigen der Gleichung in Nr. VI nur dadurch 
unterscheidet, dass hier die zwei Systeme fehlen^ die dort auf der linken 
Seite am Anfang und am Ende stehen. 

Man kann nun wiederum in derselben Weise die Reihe der Systeme 
auf der linken Seite dieser neuen Compositions-Gleichung von den beiden am 
Anfang und am Ende stehenden Systemen befreien, imd indem man so fort- 
fährt, gelangt man schliesslich zu einer Gleichung: 

welche zeigt: 

dass das ursprüngliche System {z^^ selbst, d. h. also jedes beliebige 
symmetrische System sich als Resultat der Composition einer Reihe 
von Systemen darstellen Iftsst, von denen das mittlere ein System 
(rf, J ist, während die übrigen, zu beiden Seiten des mittleren, lauter 
Systeme {af^ , {bf^ sind, und zwar in solcher Aufeinanderfolge, dass 
je eines der beiden von dem mittleren Systeme gleich weit ab- 
stehenden das transponirte des andern ist. 

Hierbei kann noch angenommen werden, dass die Diagonalelemente e2^^ des 
mittleren Systems ihrer Grösse nach auf einander folgen, d. h. also, dass 
darin für i<h stets d..^dj^j^ ist; denn die zu solcher Anordnung etwa 
erforderliche Yertauschung der Diagonalelemente kann durch Composition mit 
Systemen (aj',^), (a^;'^), (6^3, {b%'^) auf die m Nr. IV angegebene Weise 
bewirkt werden. 

ym. Bezeichnet man zur Abkürzung die Determinante des Systems 
{z,^ mit Z^ und in analoger Weise die Hauptsubdeterminante: 



g (^, A—m, m+l, ... %) 



mit Z^y so ist: 
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Bildet man nun aus dem Systeme (z^^) ein neues: (z^^), indem man die zweite 
Horizontalreihe mit Z^ multiplicirt und zu derselben die dritte, mit j^ 
multiplicirt, die vierte mit ^j- multiplicirt u. s, f, addirt, d. h. also, indem 
man: 

gzsit fft 

setzt, so sind die sämmtlichen Elemente z'^^ ausser z^^ durch Z^ theilbar. Bildet 
man femer aus dem Systeme (z'^j^ wiederum ein neues: (z^'j)^ indem man die 

zweite Verticalreihe mit Z, multiplicirt und zu derselben die dritte, mit g-^ 

dZ^ '" 

multiplicirt, die vierte mit ^— multiplicirt, u. s. f. addirt, d. h. indem man : 



dz^ 



f4 = n 



. dZ^ 



setzt, so ist das System {z*^ ein symmetrisches, und es sind darin alle 
Elemente, für welche einer der beiden Indices gleich 2 ist, ausser ^ii = ^2i 
durch Zj theilbar. Ueberdies ist: 

Z^'^ = Z^^ («./=8,4,...»), 

und also: 

Da nun andererseits offenbar: 



\Kk\ '^ ^1^1 :(^*=i. t,...ii) 



ist, so resultirt die Congruenz: 
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Z,Z, = -{z'iJ (mod.Z,), 

deren Inhalt allgemeiner dahin formnlirt werden kann, 

dass modvXo irgend einer Hauptsubdeterminante eines symmetrischen 
Systems das Product der beiden benachbarten, ftlr welche die Ord- 
nung der einen um eine Einheit kleiner, die der anderen um eine 
Einheit grösser ist, stets einem negativen Quadrat congruent wird. 

Man kann dasselbe Besultat offenbar aus dem Jaco&^^schen Hauptsatz 
über die Subdeterminanten'*') erschliessen, und zwar speciell aus der daraus 
folgenden Determinantenformel: 



^^^»"-fe) + ^«äi;i"' 



aber ich habe hier die obige Herleitung vorgezogen, um die dabei gebrauchte 
Methode darzulegen. 

Nach diesen Vorbereitungen soll nun gezeigt werden, 

dass die (y w (n + 1) — l) - fache Determinanten - Mannigfistltigkeit 

Zj = die gesammte y n (n + 1) - fiwhe Mannigfaltigkeit {z^^ in 

n + 1 zusammenhängende Gebiete scheidet, deren jedes durch einen 
darin liegenden „Hauptpunkt'^ charakterlsirb werden kann, nämlich 
durch einen solchen, für welchen die ersten v Diagonalelemente z^^ 
gleich — 1, die folgenden gleich + 1 und alle übrigen Elemente z^^ 
gleich Null sind. 

Die Anzahl der Hauptpunkte, welche sich ja nur durch die verschiedenen 
Werthe v — 0, 1, 2, • • • n von einander unterscheiden, ist gleich n + 1^ also 
ebenso gross wie die Anzahl der zu charakterisirenden Gebiete. 



^) Vergl. meine schon oben citirte Notiz im Sitzungsbericht 1882. 
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§1. 

Es ist in Nr. VII dargethan worden, dass jedes symmetrische System 
als Resultat der Composition von Systemen (af^l), (bf^) mit einem ,J)iagonal- 
system" (rf^J dargestellt werden kann, in welchem für i<k stets d^^^d^t 
ist. Sind nun fQr ein bestimmtes synmietrisches System (f. J die Werthe der 
Elemente t in den verschiedenen Componenten-Systemen der Beihe nach: 

SO resultirt, wenn an deren Stelle variable Grössen: 

gesetzt werden, ein symmetrisches System mit variabeln Elementen (z^j). 
Lasst man jetzt t^ von xr^ bis 0, ferner t^ von r, bis u. s. fl varüren, so 
geht das System (f^J in das System (d^j) continuirlich über, imd zwar ohne 
dass die Determinante ihren Werth ändert. 

In dem Systeme (d^J kann ferner jedes der negativen Diagonalelemente 
in — 1 und jedes der positiven Diagonalelemente in + 1 continuirlich über- 
geführt werden, ohne dass dabei die Determinante gleich Null wird. 

Man kann also von jedem Punkte (g^J der Yw(n + 1)- fachen Mannig- 
faltigkeit {z^j^, ohne die Determinanten-Mannigfaltigkeit zu passiren, zu einem 
„Hauptpunkte" gelangen, d. h. zu einem solchen, für den: 



•"11 — ''M = ^tt *= "" 1 5 ^^ + 1. t + 1 ~ • • • = ^n« — + 1 



^ti =- 0^ = 



ist und alle übrigen Elemente z.j^ gleich Null sind. 

In jedem der Gebiete, welche durch die Determinanten-Mannigfaltig- 
keit Z^ -= von einander geschieden werden, muss daher wenigstens einer 
der Hauptpunkte liegen, und es soll nun im folgenden Paragraphen gezeigt 
werden, dass in der That nur einer darin liegt. 
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§2. 

Um den angekündigten Nachweis filhren zu können, muss zuvörderst 
die Veränderung untersucht werden, welche der Werth der Summe: 

(S) sgn. Z^Z^ + sgn. Z,Z, + . . . + sgn. Z^^^Z^ + sgn. Z^ 

bei Variirung des symmetrischen Systems {z^^ erleidet*) Dabei möge der 
Werth dieser Summe, als Function des symmetrischen Systems {z^^ oder des 
„Punktes" (;8f^J, zur Abkürzung mit: 

bezeichnet werden. 

Geht man von einem bestimmten Punkte (f.J zu einem benachbarten 
(O über, d. h. lässt man das System (z^^ von einem bestimmten Systeme 
(?,J ^^ 2^ einem benachbarten (f/J stetig variiren, so bleibt der Werth der 
Summe sicher ungeändert, wenn sich dabei keines der Zeichen: 

sgn. Z^ (w— 1, f, ...II) 

ändert. Der Werth der Summe kann sich also nur dann ändern, wenn man 
eine der (y n (t^ + 1) — l) - fiatchen Mannigfialtigkeiten : 

Z — (m«l, 2, ...n) 

passirt, und zwar an einer Stelle, wo Z^ aus dem Positiven ins Negative 
oder umgekehrt übergeht. Es ist daher bloss zu untersuchen, ob ein solcher 
Durchgang durch eine dieser Mannigfaltigkeiten eine Aenderung des Werthes 
der Summe (S) bewirkt. 

Demgemäss sei sgn. Z^ im Pimkte (f^ J negativ und im Punkte (f .'J 
positiv; ferner sei (f^^J der auf dem Wege von (f^J zu (Q passirte Punkt 



*) Yergl. Hazzidakisi Ueber eine Eigenschaft der Unterdeterminanten einer sym- 
metrischen Determinante. Jonmal f. Math. Bd. 91. 

L. Kronecker's Werke. III. ^^ 
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der Mannigfeiltigkeit Z^ = 0. Sollte nun der Punkt (j;*^ zugleich auf einer 
oder mehreren der anderen Mannigfaltigkeiten: 

liegen, so kann man zu einem auf der Mannigfaltigkeit ^. = liegenden 
benachbarten Punkte (f?j^ übergehen, ftlr welchen jeder der anderen Werthe 
. . . -Z^.i, -^m+i» • • ' ^^^ ^^^ verschieden ist. Bezeichnet man diese Werthe 
beziehungsweise mit ... W^_^y ^m+i» •••> ^^ ^^^^ der Punkt (J^?J der 
Mannigfaltigkeit Z^ = zugleich auf den Mannigfaltigkeiten: 

und man kann weiter, auf diesen Mannig&ltigkeiten bleibend, einerseits zu 
einem benachbarten Punkte {^.^ übergehen, für welchen Z^<0 ist, und 
andererseits zu einem benachbarten Punkte (f/J, far welchen Z^>0 ist 
Endlich kann man einerseits vom Punkte (?.J zu (f.J und andererseits vom 
Punkte (f/J zu (J^/J so gelangen, dass Z^ in dem einen Falle durchweg 
negativ, in dem anderen durchweg positiv bleibt Anstatt des Uebergangs 
auf dem Wege: 

kann also der Uebergang auf dem Wege: 

(U, (U. CO^ (U. (W 

geschehen, bei welchem die Mannigfaltigkeit Z^^O an einer Stelle über- 
schritten wird, wo jeder der anderen Werthe . . . Z^^^^ -^m+i» ••• ^^^ 
Null verschieden ist 

Die vorstehende Deduction gilt, natürlich mit Weglassimg von Z^^^, 
auch für den Fall m — 1 , imd man sieht daher, dass nur zu untersuchen isty 

ob der Durchgang durch eine der Mannigfidtigkeiten Z^ — an 
einer Stelle, wo eine Determinante Z ihr Zeichen wechselt und 
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alle übrigen Determinanten von Null verschiedene Werthe haben, 
eine Aenderung des Werthes der Summe (S) bewirkt 

Es ist nun klar, dass bei einem derartigen Durchgang durch die 
Determinanten -Mannigfaltigkeit Z^ = der Werth der Sunmie (S) sich um 
zwei Einheiten ändert^ da das erste Glied: 

8gn.Z,Z, 

eine solche Aenderung erfehrt, alle übrigen Glieder aber ihren Werth bei- 
behalten. 

Aber beim Durchgang durch eine der /Si*6efetenninanfen-Mannigfiiltig- 
keiten Z^ — 0, Z, — 0, • • •, Z, — erfolgt keine Aenderung des Werthes der 
Summe (S). Denn für jeden der Werthe: 

m — 2, 3, •• n — 1 

wird, wie oben in Nr. VIII gezeigt worden ist: 

^« i^«4.i fnodtdo Z^ 

m — 1 m + l fw 

einem negativen Quadrate congruent; für Z^ = ist daher, wenn, wie es bei 
dem Durchgang durch Z^ — der Fall ist, die Werthe von Z^_^ und Z^^^ 
von Null verschieden sind: 

»gn-Z^^j — — 8gn.Z^^j, 

und da dieselbe Relation für die beiden dem Durchgangspunkt benachbarten 
Punkte (?.j), (Q besteht, während Z^ für (f.J positiv, für (Q negativ ist, 
so ist für beide Punkte, so wie für alle diejenigen, welche auf dem Wege 
von (f.J zu (f/J passirt werden: 

89* 
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Das Aggregat dieser beiden Glieder erfilhrt also bei jenem Durchgang durch 
Z^ = keinerlei Werthänderung, und die übrigen Glieder der Summe bleiben 
dabei ebenfalls ungeändert, da alle anderen Subdeterminanten ihre Zeichen 
beibehalten. 

Alles dies gilt auch für m = n, wenn man Z^^^ — 1 setzt, da alsdann 
die Congruenz: 

besteht und an diese die obigen Schlussfolgerungen geknüpft werden können. 

Das Resultat der vorstehenden Auseinandersetzung kann dahin for- 
mulirt werden: 

Der Werth von S{(z.j)) ändert sich nur dann, wenn der Punkt 
durch die Determinanten-Mannigfeltigkeit Z^ = hindurchgeht, und 
zwar genau um zwei Einheiten, wenn der Durchgang an einer nicht 
singularen Stelle erfolgt. 

Nun wird fOr einen Hauptpunkt (^^J, für welchen: 



^11 = ^22^ ^rr 1; ^ + ,,v + l ^^«n= + l 



ist: 



und also: 

Für jeden der w + 1 Hauptpimkte, welchen die w + 1 verschiedenen 
Werthe v — 0, 1, 2, • • • w entsprechen, hat daher S{{is^^)) einen andern Werth, 
und es folgt hieraus, 
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dass es nicht möglich ist^ von einem Hauptpunkte zu einem andern 
zu konmien, ohne die Determinanten- MannigfeJtigkeit Z^ — zu 
passiren, d. h., dass die verschiedenen Hauptpunkte in verschiedenen 
Gebieten liegen und diese also vollständig charakterisiren. 

Hiermit ist der am Schlüsse des § 1 angekündigte Nachweis geführt, und die 
Angaben, welche über die GebietstheUimg durch die Determinanten-Mannig- 
faltigkeit unmittelbar vor § 1 gemacht worden sind, haben nunmehr sämmt- 
lich ihre BestÄtigung gefunden. 



§3. 

Für ein nicht symmetrisches aus n* unabhängigen Veränderlichen 

bestehendes System (y.J kann die Frage der Gebietstheilung der l^*-fachen 
Mannigfaltigkeit : 

y^j (/,*=.!, 2,...«) 

durch die (n* — 1)- fache Mannigfaltigkeit: 

|y.^|-=0 (;,*=!, 2,...«) 

in ähnlicher, aber einfacherer Weise erledigt werden. 

Zu diesem Zwecke soll zuvörderst gezeigt werden, wie sich ein solches 
System (y^j) als Resultat der Composition gewisser einfacher Systeme dar- 
stellen lässt. 

Erstens resultirt aus der Composition: 
ein System (yJJ, in welchem: 

y^i-yu + 'y,*, y!.-ya (XU'.:.:) 
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ist, Während aus der Composition: 

ein System (y,!J hervorgeht, in welchem: 

y'ir — ^Vii + Vir ' y'ik - Vik (*-J: l :.: T-i, r+i, ... •) 

ist. 

Zweitens entsteht aus der Composition der Systeme: 

ein System yj^, für welches: 

^1* yrkf yrk Sflkf Sfik Sfik \<=«,S,...r-l. r+1, ... »/ 

ist, SO dass in dem componirten System die erste und r** Horizontalreihe des 
ursprünglichen Systems mit einander vertauscht imd überdies die Zeichen der 
neuen ersten Horizontalreihe verändert sind. 

Drittens resultirt aus der Composition der Systeme: 

ein System (^/j^), für welches: 

-/») ^^ #. j») ,^ .j J') ,^ ^, /»■— 1. 1. .. . « \ 

ist, so dass in dem componirten Systeme die erste und r** Verticalreihe des 
ursprünglichen Systems mit einander vertauscht und überdies die Zeichen der 
neuen r**"" Verticalreihe verändert sind. 

Viertens gelangt man bei nochmaliger Anwendung der zuletzt an- 
gegebenen Composition zu einem Systeme, welches sich von dem ursprüng- 
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liehen nur dadurch unterscheidet, dass die Vorzeichen der ersten und der 
r**° Verticalreihe verändert sind. 



Gteht man nun von irgend einem bestimmten System (ly.J aus, so kann 
man, falls i^u™ ist, durch Vertauschung von Verticalreihen ein System 
{Va) erhalten, in welchem dies nicht der Fall ist. Alsdann kann man durch 
Zusammensetzung mit einem System (af^), in welchem: 



t ^ 

anzunehmen ist, zu einem System gelangen, in dessen erster Horizontalreihe 
das r** Element gleich Null ist. Hat man, so fortfahrend, alle Elemente der 
ersten Horizontalreihe, mit Ausnahme des ersten zum Verschwinden gebracht, 
so kann man durch Vertauschung der Horizontalreihen die erste an die letzte 
Stelle bringen und alsdann die angegebene Operation mit derjenigen Horizontal- 
reihe, welche nunmehr die erste ist, wieder beginnen. Durch Wiederholung 
dieses Verfahrens gelangt man schliesslich zu einem Systeme (c?,.^), welches 
nur in der Diagonale von Null verschiedene Elemente enthält 

Componirt man dieses System mit einem anderen (b,.j), dessen Elemente 
ausserhalb der Diagonale sämmtlich gleich Null und in der Diagonale, mit 
Ausnahme von b^^, sämmtlich gleich Eins sind, so entsteht ein „Diagonal- 
system", welches sich von (rf^.J nur dadurch unterscheidet, dass das erste 
Element gleich dem Product rfiib^ ist. Das erste Element dieses componirten 
Systems wird also gleich + 1, wenn b^ gleich dem reciproken Werthe des 
absoluten von d^^ genommen wird. Bringt man dann durch Vertauschung 
von Horizontal- imd Verticalreihen, welche nach Nr. IV durch Composition 
mit Systemen (a.J , (&, J zu bewirken ist, jenes erste Element + 1 an die 
zweite und d^^ an die erste Stelle, so kann man nunmehr durch Composition 
mit einem Systeme (b^ J zu einem Diagonalsysteme gelangen, in welchem das 
erste und zweite Element gleich + 1 ist, und die Fortsetzimg dieses Ver- 
fahrens führt offenbar zu einem Systeme, in welchem sämmtliche Elemente 
in der Diagonale gleich +1 und alle übrigen gleich Null sind. 
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312 tJBER SYMMETRISCHE SYSTEME. 

Ein solches System kann, wenn ein Element — 1 darin vorkommt, 
durch Vertauschung der Horizontal- und Vertical-Reihen so eingerichtet wer- 
den, dass das erste Element gleich — 1 ist. Dann kann man, wenn noch ein 
Element — 1 vorhanden ist, durch Composition mit Systemen (a^J, (6,.J in 
der oben (bei ,yViertens^^) angegebenen Weise ein anderes System erhalten, in 
welchem die beiden Elemente — 1 durch + 1 ersetzt sind. Durch wiederholte 
Anwendung dieses Yer&hrens gelangt man schliesslich entweder zu dem 
Einheitssysteme (rf.J oder aber zu einem Diagonalsysteme (d.^y in welchem: 

^11 = — 1; ^22 = ^33 = ' •• = ^««=1 

ist, und der eine oder der andere Fall tritt ein, je nachdem die Determinante 
des Systems (ly.J, von dem ausgegangen wurde, positiv oder negativ ist 

Aus der vorstehenden Entwickelimg folgt, 

dass jedes beliebige System (ly.J, dessen Determinante positiv ist^ 
sich als Resultat der Composition von Systemen: 

darstellen lasst, während, wenn die Determinante negativ ist, noch 
am Anfange oder am Ende der Reihe der Componenten-Systeme 
eines hinzuzufügen ist, welches aus dem Einheitssysteme entsteht, 
indem für das erste Element an Stelle der positiven die negative 
Eins gesetzt wird. 

Dabei möge die Bedeutung der Systeme (a[.'j|), (fef^^), i^.j^ hier nochmals 
dahin präcisirt werden, 

dass erstens jedes System (a^']) in der Diagonale lauter Elemente + 1, 
femer als r*^ Element der ersten Horizontalreihe die Grösse t und 
im Uebrigen nur Nullen enthält, dass zweitens das System (6f^^) 
in der Diagonale lauter Elemente + 1, femer als r*~ Element der 
ersten Verticalreihe + 1 und im Uebrigen nur Nullen enthält, dass 
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drittens in jedem Systeme (b^J das erste Element b^ eine positive 
Grösse ist, die folgenden Diagonal-Elemente aber gleich + 1 und 
alle übrigen Elemente gleich Null sind. 

Sind bei der angegebenen Darstellung des Systems (iy. J die Werthe der 
Elemente t in den verschiedenen Componenten-Systemen (a^J: 

und die positiven Werthe der Elemente b^^ in den Systemen (b.J: 

b', b , b", ...; 
so resultirt, wenn man r^, xr,, xr,, ... durch variable Grössen: 

h> h> '3 > • • • > 

femer die ausserhalb der Diagonale in den Systemen (6jy) vorkommenden 
Elemente 1 durch variable Elemente: 

und endlich auch jene positiven Elemente b', b ", b ", . . . durch variable 
Elemente 

d f d j d f , . . 



ersetzt, ein System (y^J mit variabeln Elementen. Laset man jetzt <^ von t^ 
bis 0, ebenso t^ von r, bis 0, . . ., femer jede der Variabeln t' von 1 bis 
und endlich d' von b bis 1, d" von b" bis 1 u. s. f variiren, so geht das 
System (ly.J entweder in das Einheitssystem (rf^J oder in das System: 
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314 fl^BER SYMMETRISCHE SYSTEME. 

über, je nachdem die Determinante des Systems (rj^^) einen positiven oder 
negativen Werth hat. Da nun bei jenem Uebergange offenbar kein System 
(y^j) passirt wird, dessen Determinante gleich Null ist, so ergiebt sich, 

dass die n*- fache Mannigfeltigkeit (y^J durch die (n* — 1)- fache 
Mannigfaltigkeit : 

in nur zwei zusammenhängende Gebiete geschieden wird. 

Dabei ist natürlich in dem einen Gebiete der Werth der Determinante positiv, 
in dem anderen negativ. 
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DIE DECOMPOSmON DER SYSTEME VON n' GRÖSSEN UND 
IHRE ANWENDUNG AUF DIE THEORIE DER INVARIANTEN. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenschafben am 6. Jani und am 20. Juni 1889.] 



Im § 3 meines Aufsatzes „über symmetrische Systeme"*) habe ich 
die Decomposition eines beliebigen Systems von r? Grössen in gewisse ein- 
fache Systeme nur zu dem Zwecke auseinandergesetzt, um daran den stetigen 
Zusammenhang aller derjenigen Systeme, deren Determinanten dasselbe Vor- 
zeichen haben, immittelbar aufzeigen zu können. Ich will mm hier, wie 
ich es schon mehrmals in meinen algebraischen üniversitats -Vorlesungen 
gethan habe, naher auf jene Decomposition beliebiger Systeme von n' Grössen 
eingehen und daran auch einige Anwendungen auf die Theorie der In- 
varianten knüpfen. 



§ 1. 

In den folgenden Entwickelungen werden einige (symbolische) Com- 
positionsgleichungen gebraucht, die hier zuvörderst für Systeme von 4 Grössen 
aufgestellt werden sollen: 

<«) c:-:)C;X;-j)'c;;)(rö)-(r;)' 
(«' (rö) '(r')(r:)'(ö:";)(rö)-(o:i)' 

♦) Sitzungsbericht vom 25. April 1889, Stück XXIL*) 

^) Band III S. 293—814 dieser Ausgabe Ton X. JSTrotiedker's Werken. H. 



Digitized by 



Google 



318 DECOMPOSmON DER SYSTEME VON n> GRÖSSEN. 

(») C;-:)'(;;X;-:)'(l;X;-:)-(-J;^ 

<*^ c;:)(r:)Co;:)-(ri) "•-'• 

(«•■) C-:X;l)C;:)(ri)-(o;-?) '--'• 

Dabei ist zu bemerken, dass: 

/O, -1\* /O, -IwO, -1\ /-l, (K 
\1, O/^Vl, oAl, 0/""\ 0,-1/' 

/O, - K' /O, - 1\ /O, - 1\ /O» - 1\ / 0. 1\ 
Vi, 0/ \1, 0/\l, 0/\l, 0/ \-l,0/' 



ist. Bedeutet nun: 






ic^) 


ein System, f&r welches: 






cTr-'-h «'^-l, 




^l-h <^^-o 




«U -«r,-0 



(i. »-1, «, . 



H^ki ^*-i l.«,...r-l, r+1, ...n) 
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isty welches also aus dem Einheitssystem (d,.J entsteht , indem darin die 
erste und die r^ Horizontalreihe mit einander vertauscht und zugleich 
das Vorzeichen der neuen ersten Horizontalreihe verändert wird, bezeichnet 
man ferner — jfthnlich wie im Eingange meines citirten Aufsatzes „über 
synmaetrische Systeme" — mit: 

zwei Systeme, in welchen: 

ist, während alle übrigen Elemente ausserhalb der Diagonale gleich Null 
und die sämmtlichen Diagonalelemente gleich Eins sind, so lassen sich 
folgende allgemeinere, für Systeme von n* Grössen geltende Compositions- 
gleichungen aufstellen, welche aus den entsprechenden, fülr Systeme von 
4 Grössen stattfindenden Gleichungen unmittelbar hervorgehen: 

(A) (c!;') («!;^(i)) {<^y Kw) m- («!;'(- d), 

(B) {<^y i^m i^y m^)) (<^) - m- d) . 

(B') («^) (C(- D) {<^y m- D) (0!^) - (61^(1)) , 

(c) w;'(i))K(-i))f'i;'(i))"(a, 

(c) w:^(i))(»;^(-i))K\i))=K)'. 

(D) (i>a(o)K(i))(b..(f))-(«!;'(o), 

(D-) fr.co) W(-i))(ba(T))-(«!;'(-o), 

(D") (^!;' (=r)) W* (0) (C^ (=r)) (''!;0 - W (0) • 
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320 DECOMPOSITION DER SYSTEME VON »» GRÖSSEN. 

Mit b^^ (t) ist hier, Ähnlich wie im § 3 meines Aufsatzes ,,aber symmetrische 
Systeme", ein Diagonalsystem*) bezeichnet, in welchem das erste Element 
gleich t, jedes folgende aber gleich Eins ist, femer aber mit: 

ein solches, in welchem das erste Diagonalelement gleich t, das r^ gleich j 
und jedes der übrigen Diagonalelemente gleich Eins ist. 

An die vorstehenden Compositionsformeln möge noch die Bemerkung 
geknüpft werden, dass für ein beliebiges System (y.J die Composition: 

(»,.) («) 

eine Vertauschung der ersten und r^"" Verticalreihe des Systems (y^J und 
zugleich die Zeichenftnderung der neuen r**"" Verticalreihe, aber die Com- 
position: 

(«) w 

eine Vertauschung der ersten und r*^ Horizontalreihe nebst einer Zeichen- 
ftnderung der neuen ersten Horizontalreihe bewirkt, während von den beiden 
aus der Composition: 

resultirenden Systemen das erstere aus dem ursprünglichen System {y.j) ent- 
steht, wenn darin die erste Verticalreihe mit t multiplicirt und alsdann zur 
r^ Verticalreihe addirt wird, das letztere, wenn in dem ursprünglichen System 
(y^j) die r*' Horizontalreihe mit t multiplicirt und zur ersten addirt wird. 



*) Unter einem „Diagonalsystem^ ist, wie in meinem Aufsatz „über symmetrische 
Systeme^' ein solches zu verstehen, in welchem sammtliche Elemente ausserhalb der 
Diagonale gleich Null sind. 
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§2. 

Die im § 3 meines Aufsatzes über symmetrische Systeme auseinander- 
gesetzte Methode der Reduction eines beliebigen Systems (r|^^), dessen Deter- 
minante von NuU verschieden ist, lässt sich nunmehr, zugleich einfacher 
und voUstftndiger, in folgender Weise darlegen. 

Ist ri^^ das erste von Null verschiedene Element der ersten Hori- 
zontalreihe, so hat man durch Vertauschung der ersten und r*^ Verticalreihe, 
also durch Composition mit einem System {c^a)f ®^ neues System (rj[j^ zu 
bilden, in welchem ijl^^O ist Alsdann hat man dieses durch Composition 
mit einem Systeme (aj^^ (<)) , wenn t durch die Gleichung: 

bestimmt wird, in ein solches zu transformiren, in welchem das r^ Element 
der ersten Horizontalreihe gleich Null ist. Man gelangt daher durch Com- 
position von (rjij) mit einem Systeme (cfjl) und höchstens n — 1, den Werthen 
r = 2, 3, ... n entprechenden Systemen (aj^^ (t)) zu einem Systeme {rjl'j) , in 
welchem: 

nü — flii = n'u-=^o 

ist Wird nun ein System (cj^^) mit (lyQ zusammengesetzt, so ist die n** 
Horizontalreihe des aus der Composition: 

(«) {%.) 

resultirenden Systems (ij'/^) eben jene erste Horizontalreihe des Systems (ij'/j), 
in welcher alle Elemente ausser dem ersten gleich Null sind, und die fernere 
Composition: 



W(o)te) 



liefert also, wenn t durch die Gleichung: 

L Kroneokei'i Werke m. ^1 
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322 DECOMPOSmON der SYSTEME VON n» GRÖSSEN. 

Ki + Vn = 

bestimmt wird, ein System (i^J*^^), in welchem da^ erste Element der ersten 
Horizontalreihe, so wie sämmtliche Elemente der n^"" Horizontalreihe, mit 
Ausnahme des ersten, gleich Null sind. 

Wird alsdann ein System (c|^^) mit (ly^l^^) zusammengesetzt, und 
bezeichnet man das aus der Composition: 



{<^) Wl' 



y^'A 






resultirende System mit {rf^^) , so unterscheidet sich dieses von dem Systeme 
(^!r^) ^^^ dadurch, dass die ersten beiden Horizontalreihen mit einander 
vertauscht und dabei die Zeichen der einen verändert sind. In dem Systeme 
(V^r) ^s* daher das erste Element der zweiten Horizontalreihe, so wie jedes 
Element der n^ Horizontalreihe, mit Ausnahme des ersten, gleich Null. 
Bestimmt man nun in dem Systeme (a|.^^(<)) die Grösse t gemäss der 
Bedingung: 



jn 1 jn 



so liefert die Composition: 



*<\' + <['-= 0, 



«(o)wr) 



ein System {rfa^)^ in welchem die ersten Elemente der beiden ersten Hori- 
zontalreihen, so wie sämmtliche Elemente der n^ Horizontalreihe, mit Aus- 
nahme des ersten, gleich Null sind. 

Durch Fortsetzung dieses Compositionsverfahrens gelangt man oflTenbar 
zu einem System, in welchem die ersten Elemente der w — 1 ersten Hori- 
zontalreihen , sowie sämmtliche n — 1 auf das erste Element folgenden 
Elemente der w**° Horizontalreihe gleich Null sind, und wenn man dieses 
System mit einem System (c^J'^) componirt, so wird die erste Verticalreihe mit 
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der letzten vertauscht, und es entsteht daher ein System (ly^J, in welchem 
die Elemente der letzten Verticalreihe und der letzten Horizontalreihe, mit 
alleiniger Ausnahme des letzten Elementes ^^^, sammtlich gleich Null sind. 

Das Ergebniss der bisherigen Entwickelungen kann durch die (sym- 
bolische) Compositionsgleichung: 

dargestellt werden, in welcher (aj^^) und (/3^J Systeme bedeuten, welche aus 
der Composition von Systemen: 

K*) ^d (^a) 
resultiren. 

In analoger Weise, wie mit dem ursprünglichen Systeme (1^.^), kann 
nun mit dem Systeme (lyfj so verfahren werden, dass dasselbe durch Com- 
position mit Systemen (aj^) und (c^^), bei denen aber der Index r nur die 
Werthe 1^ 2, ... n — 1 hat, auf ein System {rj^) reducirt wird, in welchem 
die Elemente der vorletzten Verticalreihe und der vorletzten Horizontalreihe, 
mit alleiniger Ausnahme von iy^i^„_i, sammtlich gleich Null sind, und die 
letzte Horizontalreihe, sowie die letzte Verticalreihe mit derjenigen von ri% 
übereinstimmt. In dem Systeme (tj^) sind also die sämmtlichen Elemente 
der beiden letzten Horizontal- und Verticalreihen, mit alleiniger Ausnahme 
der beiden Diagonalglieder: 



00 00 

^»-1, n-l» %,nf 



gleich Null. 



Bei weiterer Anwendung dieses Verfahrens gelangt man schliesslich 
zu einem Diagonalsystem (rf^J. Setzt man dann ein solches mit einem 
Systeme (cj^V zusammen, so geht es in ein Diagonalsystem (d^j) über, in 
welchem: 

<1 ^11. Kr ^rr. Kk = ^kk (*>!,* Jr) 

41* 



Digitized by 



Google 



324 DECOMPOSITION DER SYSTEME VON n« GRÖSSEN. 

ist. Setzt man femer (rf^'J mit einem Systeme (c^/^)* zusammen, so resultirt 
ein System {d'l^j in welchem: 

und aber, wenn k von r und s verschieden ist: 

ist. Man kann also durch Composition mit Systemen (c^J bewirken, dass 
sämmtliche Elemente des resultir enden Diagonalsystems oder alle, mit Aus- 
nahme des ersten, positiv werden. 

Das Ergebniss der vorstehenden Auseinandersetzung lasst sich nun- 
mehr durch die (symbolische) Compositionsgleichung: 

(E) (O (O (^J = ('^J 

darstellen, in welcher («J und (ß^^ Systeme bedeuten, welche aus der Com- 
position von Systemen: 

(a,.^) und (c.j) 

resultiren, während (rf^J ein „Diagonalsystem", d. h. ein solches bedeutet, 
welches nur in der Diagonale von Null verschiedene Elemente enthalt, und 
in welchem überdies die n — 1 Elemente rf„, d^^^ ... d^^ sämmtlich 
positiv sind. 



§3. 

Da aus der Composition zweier Diagonalsysteme (d^j)^ {d[^ das 
Diagonalsystem {d^j^d[^ resultirt, so lässt sich jedes Diagonalsystem {d^^ als 
Resultat der Composition von n Diagonalsystemen auffassen, von denen das 
r*"* dadurch zu charakterisiren ist, dass jedes Element der Diagonalreihe, mit 
Ausnahme des r**° gleich Eins, dieses r** Element aber gleich d^^ ist Wird 
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das System (cj^^) mit einem solchen System componirt und das resultirende 
System alsdann ndt dem System (c^^^ zusammengesetzt, so entsteht ein 
Diagonalsystem (b^J, in welchem das erste Element b^^ gleich d^^, jedes der 
übrigen aber gleich Eins ist. Jenes r^ Diagonalsystem lässt sich daher als 
Besultat der Composition: 

darstellen, und jedes Diagonalsystem (rf^J, dessen Determinante positiv ist, 
kann denmach als Besultat der Composition von Systemen: 

(^a) ^d (b,,) 

aufgefesst werden, während, wenn die Determinante negativ ist, noch ein 
Diagonalsystem (d.j(— 1)) hinzugefügt werden muss, in welchem das erste 
Element gleich — 1, jedes der übrigen aber gleich + 1 ist 

Aus der Compositionsgleichung (E) des § 2: 

(«a) (^a) ißa) = (^.*) 

geht unmittelbar die folgende hervor: 

wenn (a^'J das zu (a.J reciproke System und (jS^'J das zu (j3^J reciproke 
System bedeutet. Da die Systeme (a.J, (j3^^) aus der Composition von 
Systemen: 

resultiren, und die Systeme: 

(c|;>) und (cf^\ sowie (fl<;>(0) und (««(-O) 
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ZU einander reciprok sind, so können auch die Systeme (a^'J , (^^' J als Resultate 
der Composition von Systemen: 

aufgefitöst werden. Nun ist die Determinante des Systems (rf,.J gleich der 
Determinante von (ly^J, und es ist oben gezeigt worden, dass je nachdem 
diese Determinante positiv oder negativ ist, sich das System (rf^ J als Resultat 
der Composition von Systemen: 

(cj und (bj 

allein oder unter HinzufQgung eines Diagonalsystems (d^j(— 1)) darstellen 
ISiSst. Es folgt daher, 

dass sich jedes System (ly^J, dessen Determinante positiv ist, als 
Resultat der Composition von Systemen: 



K(o), (c^, (b.,) 



(r-2,8. ...«) 



darstellen lässt, wäJirend, wenn die Determinante negativ ist, noch 
am Anfenge oder am Ende der Reihe der Componenten-Systeme 
(F) ein System (tfrf*(— 1)), d.h. ein solches hinzuzufügen ist, welches 

aus dem Einheitssysteme entsteht, indem für das erste Element an 
Stelle der positiven die negative Eins gesetzt wird. 

Dabei bedeutet: 

ein System, welches in der Diagonale lauter Elemente + 1, femer als r**' 
Element der ersten Horizontalreihe die Grösse t und im Uebrigen nur Nullen 
enthalt Femer bedeutet (cf^) ein System, in welchem das r** Element der 
ersten Horizontalreihe gleich — 1, das erste Element der r**° Horizontalreihe 
gleich + 1, jedes der übrigen Elemente dieser beiden Horizontalreihen gleich 
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Null ist, und welches im Uebrigen nur Diagonalelemente, und zwar sämmtlich 
gleich +1, enthält. Endlich bedeutet (b^J ein System, in welchem b^^ 
positiv und: 

K-K Kn = h 

jedes der übr^en Elemente b,.j aber gleich Null ist. 

§4. 

Aus der Compositionsgleichung (C) des § 1 geht hervor, dass in dem 
oben bei (F) formulirten Satze anstatt der Systeme (c^J die Systeme (^^^(l)) 
genommen werden können. Es wird hiemach ersichtlich, 

dass jedes System (^.J aus der Composition von Systemen: 

(G) (a^>(0), (bfUl)), (bj <r-,.v..-, 

resultirt, denen nur, falls die Determinante von (^^J negativ ist, 
noch ein System (d^^^ (— 1)) hinzuzufögen ist, 

und dies stimmt genau mit dem im § 3 meines Aufsatzes über symmetrische 
Systeme formulirten Ergebniss der dortigen Entwickelungen überein. 

Gtemftss den Gleichungen (p) des § 1 kann jedes System {a^l (<)) , 
wenn t positiv ist^ als Resultat der Composition von Systemen: 

(«ri(i)), (U 

ausgedrückt werden, bei denen bj^, wie oben, positiv ist Es folgt femer 
aus der Gleichung (D) des § 1, in Verbindung noiit der Gleichung (A), dass 
jedes System [a![^ (— t)) , wo wiederum t als positiv vorausgesetzt ist, sich 
als Resultat der Composition von Systemen: 
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darstellen lässt. Nun geht das System («^(0)^ ^^^ ^®^ Index r grösser 
als 2 ist, in ein solches über, dessen Index r gleich 2 ist, wenn man in dem 
ersteren Systeme sowohl die zweite und r** Verticalreihe als auch die zweite 
und r** Horizontalreihe noiit einander vertauscht und zugleich die Zeichen der 
neuen r*^ Reihen verändert Diese Vertauschungen werden aber durch Com- 
position des ursprünglichen Systems («^^(0) ^^ Systemen (c^^) bewirkt. Es 
lässt sich daher jedes System {a![^ (t)) , in welchem der Index r grösser als 2 
ist, als Resultat der Composition eines Systems {af^(t)) mit Systemen [c^[^) 
auffassen. Hieraus folgt, 

dass jedes System von n* Grössen mit positiver Determinante sich 
als Resultat der Composition von Systemen: 

(H) (a<«(l)), {cfl), (bj (r-. ......: 

darstellen lasst, wahrend, wenn die Determinante negativ ist, noch 
am Anfange oder am Ende der Reihe ein System (d ^^ (— 1)) hinzu- 
zuftlgen ist. 

Dabei bezeichnet 

W(i)) 

ein System, in welchem die n + 1 Elemente: 

«111 «221 «Wl ••• ««« ^d «12 

sammtlich gleich Eins^ alle übrigen aber gleich NtM sind, wahrend die 
Systeme (c^^) und (b^^^) die obige am Schlüsse des § 3 noch einmal hervor- 
gehobene Bedeutung haben, und es ist zu bemerken, dass die Anzahl der 
verschiedenen Systeme (cj^^) gleich » — 1 ist, da der Index r nur die Werthe 
2, 3, ... n haben kann. 
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Um die Decomposition eines beliebigen Systems (^^J in Systeme 
{^n{^))y (^<t)' (^<t) ^^ ^®^ einfachsten Fall w — 2 vollständig anzugeben, 
stelle ich hier die Reihe der 16 Systeme auf, aus deren Composition das 

System ("' \\ resultirt: 

C;-J)('":;:)(?:"ö)(S:MJ: ;)(!;:): 

Gemäss der Gleichung (C) des § 1 lässt sich (c^J^ imd also, da 
ist, auch (c.j) selbst als Resultat der Composition von Systemen: 

darstellen. Man kann daher in dem bei (H) formulirten Satze die n — 1 
Systeme (c^^) durch die 2(w— 1) den Indexwerthen r = 2, 3, ... n ent- 
sprechenden Systeme: 

ersetzen, und es zeigt sich also, 

dass jedes System von n' Grössen sich als Resultat der Composition 
von Systemen: 

(j) («;;>(!)), (6i;>(-i)), (b.j (r-,.3...... 

darstellen lässt, denen nur, falls die Determinante negativ ist, noch 
ein System (d,^ (— 1)) hinzugefügt werden muss. 

L. Kronecker*! Werke IIL ^2 
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So erhält man die bezügliche Darstellung des Systems ( ' ), wenn 
man in den oben angegebenen Componenten-Systemen: 

C; -J) ^-^ (_:; J)* 

und alsdann, gemäss der Gleichung (d') des § 1: 

0, 1\ , , /l, 1\ / 1, 0\ /l, In 



LZl) ---CM-Ii^G;:) 



ersetzt. 



§5. 

Aus den im vorigen Paragraphen bei (H) und (J) angegebenen Dar- 
stellungen eines beliebigen Systems von n* Grössen iy.^ folgt unmittelbar 
der Satz: 

dass eine Function der n* Grössen eines aus zwei oder mehreren 
anderen componirten Systems: 

deren Werth mit derselben Function der n^ Grössen des componirten 
Systems : 

übereinstimmt, nur eine Function der Determinante der w* Grössen 
sein kann, 

d. h. also, dass der Werth einer Function der n^ Grössen eines componirten 
Systems nur dann von der Reihenfolge der Systeme unabhängig ist, wenn 
die Function einzig und allein von der Determinante des Systems der n* 
Grössen abhängt. 

In der That muss bei der gemachten Voraussetzung die Function der n* 
Grössen iy,^ ihren Werth behalten, wenn man die Reihenfolge der Componenten- 
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Systeme in der bei (H) angegebenen Darstellung beliebig verändert. Nimmt 
man nun zuerst alle Systeme (b^J, alsdann alle Systeme (0-4(1)) und zuletzt 
die sammtlichen Systeme (cj^^) in irgend welcher Reihenfolge, so ergiebt sich 
als Resultat der Composition ein System (ly.'J , welches durch die (symbolische) 
Compositionsgleichung : 

fe)--w«(r))(cr;)(cr;MC')--- 

definirt ist. Dabei bedeutet p eine positive ganze Zahl, nämlich die Anzahl 
der in der Decomposition des ursprünglichen Systems (ij^J vorkommenden 
Systeme (af^^ (1)) ; die Zusammensetzung des Systems (ajj^ (p)) mit den 
Systemen (c.J bewirkt, gemäss der im § 1 an die Compositionsformeln 
geknüpften Bemerkung, nur eine Vertauschung von Verticalreihen des Systems 
(^aCP)) ^^^^^ gewissen Zeichenänderungen; das Resultat der Composition: 



ist also wiederum ein System, in welchem, wie in («^^(p)), ein Element 
gleich p ist, während n Elemente gleich Eins und die übrigen n* — n — 1 
Elemente gleich Null sind. Da nun auch in dem Diagonalsystem (p%) alle 
Elemente, mit Ausnahme des ersten bj^, nur die Werthe Null oder Eins 
haben, so sind die Elemente des componirten Systems (fj'.j) lauter lineare 
ganzzahlige Functionen von bJi, und eine Function dieser Elemente kann 
also nur eine Function von bj^ sein. Nun ist aber oflTenbar bj^ gleich der 
Determinante des Systems (ly^'J, welche mit derjenigen des ursprünglichen 
Systems (rj^^) übereinstimmt. Eine Function der w* Grössen iy .^ , welche ihren 
Werth behält, wenn man die Reihenfolge der Componenten-Systeme in der 
bei (H) angegebenen Decomposition beliebig verändert, kann also in der Tbat 
nur eine Function der Determinante des Systems (iy,J sein. 



42« 
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§6. 
Nimmt man in der Compositionsgleichung (E') des § 3: 

(»Ja) = «) (^n) (ß'i^ 

für das System (ij^J ein solches, dessen Determinante gleich Eins ist, so ist 
auch die Determinante des Systems {d^^) gleich Eins und also, da dieses ein 
Diagonalsystem ist: 

Dieses System (rf. J kann als Resultat der Composition von w — 1 Diagonal- 
systemen: 

dargestellt werden, deren Elemente durch die Gleichungen: 



rr 



definirt sind, und die besonderen schon im § 1 benutzten Diagonalsysteme 
(a^j) können dadurch charakterisirt werden, dass darin das erste und r** 
Element zu einander reciprok und alle übrigen gleich Eins sind. Für r>2 
wird aber ein solches System (^df^) durch Vertauschung des zweiten und r^ 
Elements in ein System [df^) verwandelt, d. h. in ein solches, in welchem 
das erste und zweite Element zu einander reciprok und alle übrigen gleich 
Eins sind, und eine solche Yertauschung lässt sich gemäss den im § 1 an 
die Compositionsformeln geknüpften Bemerkungen durch Zusanunensetzung 
mit Systemen (c^J bewirken. 

Denn für jedes Diagonalsystem (rf^J ist das Resultat der Composition: 
{c?D («13 (eS W (ca' (43' (c^' 
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ein anderes Diagonalsystem , welches aus dem ursprünglichen durch Ver- 
tauschung der Elemente d^ und d^^ entsteht 

Berücksichtigt man nun, dass in der ohen angeftlhrten Gleichung (E) 
des §3: 

(%0 - K) (^a) ißn) 
die beiden Systeme (a/J, (/J^'J sich in lauter Systeme: 

decomponiren lassen, dass femer, wie schon im § 4 hervorgehoben worden, 
jedes System (a<j(0) '^ öine Reihe von Systemen: 

zerlegt werden kann, so erschliesst man mit Hülfe der obigen Entwickelungen 
unmittelbar, dass jedes System von n^ reellen Grössen, dessen Determinante 
gleich Eins ist, sich als Resultat der Composition von Systemen: 

darstellen lasst. 

Nimmt man femer die aus der Compositionsformel: 

C: ;) c *:) C: :)-c: 1) 

unmittelbar folgende allgemeinere: 

(K') (al^O) W(± 1)) i^Un) - {<(+ 1') 
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SO wie jene Compositionsforinel (A) des § 1: 

(««(-l))-(0 («,*(!)) (cj (a,,(l)) (cj 

ZU Hülfe, so erschliesst man, 

dass jedes System von n* reellen Grössen, dessen Determinante 
gleich Eins ist, als Resultat der Composition von Systemen: 

(L) («l«(i)), (c<3, (afj) <.-.^....> 

dargestellt werden kann, und zwar so, dass auch die Elemente der 
Systeme (df^) reelle Wertlie haben. 

Hierbei bedeutet (a^^^il)) das System, welches aus dem Einheits- 
systeme entsteht, wenn an der zweiten Stelle der ersten Horizontalreihe die 
Null durch Eins ersetzt wird. Ferner ist (cj^) dasjenige System, welches 
aus dem Einheitssysteme hervorgeht, wenn man darin die erste und r** Hori- 
zontalreihe vertauscht und dann der Eins, an der r**° Stelle der ersten Hori- 
zontalreihe, das Minuszeichen vorsetzt. Endlich bezeichnet (a|^^) ein System, 
welches aus dem Einheitssystem dadurch gebildet werden kann, dass man 
die Eins in dem ersten Diagonalelement durch irgend eine reelle Grösse t und 
die Eins in dem zweiten Diagonalelement durch die Grösse | ersetzt. 

Die bei (L) dargelegte Decomposition eines Systems von n* Grössen, 
dessen Determinante gleich Eins ist, geht für t^ = 2 aus der Compositions- 
gleichung: 

li, o) {o. i) \i, J [o. ij [o. i) " [y. ti±l 

hervor, wenn noch zur Zerlegung des zweiten und letzten Systems auf der 
linken Seite von der obigen Formel (K) Gebrauch gemacht und dabei fiir ^ 
das eine Mal der absolute Werth von ^, das andere Mal derjenige von ^ 
genommen wird. 
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§7. 
Benutzt man die Compositionsgleichung (D") des § 1: 

(«(^))(«2(0)(*S(^))(«13-(«2(0) 

bei jener mit (L) bezeichneten Formulirung des Resultats der im vorher- 
gehenden Paragraphen enthaltenen Entwickelungen, so ergiebt sich, dass 
jedes System mit der Determinante Eins sich aus Systemen: 



K*'(0), W(o), («13 



(r— S,8, ...11) 



zusaminensetzen lässt. Wenn femer von der Compositionsgleichung (C) 
des § 1: 

Gebrauch gemacht wird, so folgt zuvörderst, dass das System {cf^^ weg- 
gelassen werden kann, da es sich aus den Systemen («^^(O), (&a(0) zu- 
sammensetzen lässt, 

dass also jedes System von n^ reellen Grössen, dessen Determinante 
gleich Eins ist, in einfeche Systeme: 

(M) (a<«(0), K'(0), (4') ('-».^•-> 

mit reellen Grössen t decomponirt werden kann, 

und es folgt femer, 

dass jedes System von n* reellen Grössen, mit der Determinante 
Eins, sich als Resultat der Composition von einfachen Systemen: 

(N) (a<;>(0), (6i;'(o) er-..«....., 
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darstellen lässt, und zwar so, dass die sammtlichen in den Systemen 
(flik)^ (^t) vorkommenden Elemente t reelle Werthe haben. 

Die Gtesammtzahl der verschiedenen Arten von einfachen Systemen bei (M) 
ist gleich n, die Gesammtzahl derjenigen bei (N) ist gleich 2n — 2. 



§8. 

Ein System (i^^J, dessen Determinante gleich J ist^ lässt sich als 
Eesultat der Composition der beiden Systeme (f,J, (b,J aufifassen, wenn: 

Sa=^' ia = ^ik (t-i. •,...-), 

bjj=^, ^»*"l (*-t,s,.. «), 

und jedes der übrigen Elemente b^^ gleich Null genommen wird. 

Da die Determinante des Systems (g'^J gleich Eins ist, so lässt sich 
dieses auf die verschiedenen im § 6 bei (L) und im § 7 bei (M) und (N) 
angegebenen Arten decomponiren. 

Es folgt daher, 

dass sich ein beliebiges System von n' Grössen^ dessen Determinante 
gleich J ist, sowohl aus Systemen: 

«(!)), ra, (a<9 (r-.. ...... 

als auch aus Systemen: 

(0) («1^(0), {bT,(t)), (C^ (r-..^...«, 

und endlich auch aus Systemen: 
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zusammensetzen lässt, wenn nur noch am Ende der Reihe der 
Componenten-Systeme ein Diagonalsystem angefügt wird, in welchem 
das erste Element gleich zi, jedes der übrigen Diagonalelemente 
aber gleich Eins ist. 

Bei dieser Darstellung eines Systems (rj^^) als Resultat der Composition 
aus gewissen einfachen Systemen kann man so verfahren, dass die in den 
Componenten- Systemen vorkommenden Grössen sämmtlich reelle Werthe 
erhalten, aber sie werden nicht, wie bei den im § 4 mit (H) und (J) 
bezeichneten Decompositionen^ lediglich durch rationale Operationen aus den 
Elementen rj^J^ gebildet, sondern es kommen noch Quadratwurzel - Aus- 
ziehungen hinzu. 



§9. 

Die Decomposition der Systeme von n* Grössen kann zur Verein- 
fietchung der Bedingungen benutzt werden, denen die Invarianten eines Systems 
homogener Formen von n Variabein genügen müssen. Dabei ist in der 
üblichen Weise unter der Invariante eines Pormensystems eine Function der 
Coefficienten zu verstehen, welche ungeöndert bleibt, wenn man dafür die 
Coefficienten derjenigen Formen einsetzt, welche aus den ursprünglichen durch 
eine lineare Substitution mit der Determinante Eins hervorgehen. 

Zuvörderst zeigt sich aus der im vorhergehenden Paragraphen an- 
gegebenen Decomposition eines beliebigen Systems von n* Grössen, dass jede 
Invariante, wenn man darin die Coefficienten der Formen durch die Coeffi- 
cienten solcher Formen ersetzt, welche durch eine lineare Substitution mit 
der Determinante J daraus hervorgehen, einen und denselben Werth anninmit, 
welche Substitution mit der Determinante J man auch anwenden mag. Denn 
ein Substitutionssystem mit der Determinante J ist nach § 8 das Resultat 
der Composition eines Systems (f^J, dessen Determinante gleich Eins ist, 
mit einem Diagonalsystem (b^J, in welchem: 

bji — ^, bjj— 1 (t-Ä,s,...ii) 

L. KvoiMoker't Werk« m. 48 
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ist, und da die Invariante bei Anwendung der Substitution (f^J ungeftnderfc 
bleibt y so kann sie bei Anwendung irgend einer Substitution mit der Deter- 
minante A nur de]]jenigen Werth annehmen, den sie bei Anwendung der 
speciellen Substitution (b^J erhält. Hieraus folgt von selbst, dass der Werth, 
welchen eine Invariante bei Anwendung irgend einer linearen Substitution 
annimmt, nur durch den Werth der Determinante des Substitutionssystems 
bedingt, im Uebrigen aber von den Substitutionscoefficienten unabhängig ist. 

Dies zeigt sich auch deutlich, wenn man sich das System homogener 
Formen von vornherein mittels eines Substitutionssystems: 

(U^J (*,*-!, «,...11), 

dessen Elemente „Unbestimmte'^ sind, transformirt denkt, so dass die Coeffi- 
cienten der transformirten Formen zugleich Functionen der ursprünglichen 
Coefficienten und der Unbestimmten u^^ werden. Die Invarianten sind dann 
eben solche Functionen und können ein£Etch dadurch charakterisirt werden, 
dass sie ihren Werth behalten sollen, wenn man das System der Unbestimmten 
«1^4 durch irgend ein transformirtes System (w,'J ersetzt, welches durch die 
Relationen: 

i 

mit dem ursprünglichen System verbunden ist. Dabei ist das System der 
Substitutionscoefficienten («^,) einzig und allein der Bedingung unterworfen, 
dass dessen Determinante gleich Eins sein soll; zwischen den beiden Systemen 
(«i^J, {u\^ besteht daher nur die Beziehung, dass ihre Determinanten ein- 
ander gleich sind. Man kann demnach die Invarianten des Systems homogener 
Formen von n Variabein auch dadurch vollständig charakterisiren , 

dass sie f&r alle „aequivalenten" Systeme (u, J, d. h. fdr alle, welche 
dieselbe Determinante haben, invariant sind. 

Bezeichnet man die Yariabeln der Formen mit: 
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80 muss also z. B. jede Invariante bei zwei verschiedenen Transformationen: 

für welche: 

ist, einen nnd denselben Werth annehmen. 

§ 10. 

Da jedes Substituüonssysiem mit der Determinante Eins nach § 6 (L) 
aus Systemen: 

nach § 7 (M) aus Systemen : 

und nach § 7 (N) aus Systemen: 

zusammengesetzt werden kann, so genügen zur Charakterisirung der In- 
varianten sowohl die n + l Bedingungen, dass sie bei jeder, mittels einer 
von den Substitutionen: 



«(!)), (cv:), w 



(r««,«,...«) 



bewirkten Transformation ungeändert bleiben sollen, als auch die n auf die 
Substitutionen : 

K^(o), Kit)), (c^ (.-......., 

43 • 
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bezüglichen Bedingungen, so wie endlich die 2n — 2 Bedingungen , dass die 
Invarianten ihren Werth behalten sollen , wenn das Formensystem mittels 
einer der Substitutionen: 



transformirt wird. 



(r-l.B,...«) 



Nun ist die Transformation: 

x^ — ^»li (0 ^* Diit : Xj^ — a:^ + tx^, , x^^x'^ (*> D , 

x^ — ^b^iji(t)x'^ mit: x^ — txl+x;,,Xj^^x^ (A^r), 

x^^ 2c^il^k niit: a?j = — a;^, a:^ — ar^, a?^ = a?* (*>i,A^r), 

a:,-^ar,\0< mit: a:,-^, a:,-ia:;, x, = x, (*>» 

identisch. Es genügen daher zur Charakterisirung der Invarianten eines 
Systems homogener Formen von x^^ x^, . . . x^ sowohl die n + 1 Bedingungen 
der Unverönderlichkeit bei den Transformationen: 

(L') ^l~~^r» ^r"^l» ^A~^A (*>1. * ^ r; r-«, B, ... •) , 

als auch die n Bedingimgen der ün Veränderlichkeit bei den Transformationen: 

^1— *1+K> ^A~< (*-»,»,...-), 

(M') ^g — ^a^i+^i> ^A~^A (*=1,8, 4,...fi), 

a?l= — a?^, ^r~*l> ^A~^A (A>l.A$r;ro.B,4,...ii), 

sowie endlich die 2n — 2 Bedingimgen, dass bei jeder von den Transforma- 
tionen: 
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a:, -«; + <<, x,~x', (A>i), 

(NO 

welche den Indices r — 2^ 3, . . . n entsprechen, die Invarianten ihren Werth 
behalten sollen. 



§ 11. 

Von den im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Bedingungen 
ist keine entbehrlich. 

Bezeichnet man nämlich mit: 

den Coefficienten von x^^ a;,* • • o?^* in der g*~ Form des Systems homogener 
Formen, dessen Invarianten betrachtet werden, so ist zuvörderst ersichtlich, 
dass den Bedingungen der ünveränderlichkeit bei den Transformationen: 

durch jede Function der Quadrate der Coefficienten C^l\p^ ...p^ gonügt wird, 
welche in Beziehung auf die Indices: 

Pif Paf Pßf Pyf ••• 

symmetrisch ist, d. h. welche ihren Werth behält, wenn man diese Indices 
in irgend einer Weise permutirt. 

Lässt man nun von den Bedingungen (L) die erste fort, so genügt 
denselben jedes Product von Quadraten aller derjenigen Coefficienten: 

Pl>P%,'"Pn ' 
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die aus irgend einem durch Permutation der n Indices p^, p^, • • • i'» ^^^' 
vorgehen. 

Läßst man von den Bedingungen (L) die zweite fort, welche die Un- 
veranderlichkeit bei der Transformation: 

ajj = — x^f ^i"^ K > ^k ~ ^k ^'"*' *• • • "^ 

fordert, so bleiben nur diejenigen, welche sich auf die Transformationen: 





it, — »;+«;, a?* — a;; 


(*-«, «, . 


.»), 


(P) 


^X <» *r"<. *»-*» 


(»>l,»^rir=l,4,. 


..«), 




x,~tx[, x^~\x^, «,-< 


(»-».4,. 


..») 


beziehen. 


Da nun die besonderen Goefifidenten: 







von der ersten der drei Transformationen (P) unberührt bleiben, so bleibt 
jede Function dieser besonderen Coefßcienten, welche nur bei den Trans- 
formationen: 

^l^—^rf ^r~^l> ^A — ^A (* > 1. * ^rj r-a, 4, . .. «), 

X^ = tx[^ ^A~*A (A-»,4,...«) 

ihren Werth behält, bei allen Transformationen (?) ungeandert Eine solche 
Function ist z. B. jede „absolute" Invariante*) desjenigen Formensystems, 
welches aus dem ursprünglichen entsteht, indem a;, — gesetzt wird, femer 
der Quotient der Division von: 

[/2^^;f.o.......,.T durch [/7crV,;....,j', 



*) Unter einer „absoluten^' Invariante wird nach Aronhold's Vorgang eine Function 
der Coefficienten des Formensystems verstanden, welche bei jeder linearen Transformation, 
auch wenn die Substitutions-Determinante von Eins verschieden ist, ungeändert bleibt. 
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WO sich das eine Productzeichen auf alle Permutationeii der Indices 
Pi9 Pz9 ' • ' Pnf ^^ andere auf sammtliche Permutationen von i>i, i>8> . . . i>^ 
bezieht und die als grade Z^len vorausgesetzten Exponenten X, X' durch 
die Relation: 

mit einander verbunden sind. Es giebt also stets ^ wenigstens wenn n>2 
ist, Functionen, welche den Bedingungen (P), d. h. also den Bedingungen (L'), 
bei Weglassung der auf die Transformation: 

bezüglichen, genügen, ohne Invarianten des Formensystems zu sein. 

Für n — 2 bleiben, wenn man von den Bedingungen (L') die zweite 
weglässt, allein die Bedingungen der ünveränderlichkeit bei den beiden 
Transformationen : 

a?j «»» flSj -j- a?j , 3?g -" Äg , 

übrig und diesen genOgt freilich in dem Falle, wo das Formensystem lediglich 
aus der einen quadratischen Form: 

ax\ + ^^1^8 + cx\ 

besteht, nur die Discriminante Aac — b^; aber abgesehen von diesem einzigen 
Falle genügen den Bedingungen der Unveränderlichkeit bei den Transforma- 
tionen (Q) noch Functionen^ die nicht Invarianten des Formensystems sind. 
Wenn nämlich das System mindestens zwei Formen: 
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enthalt, so bleibt der Quotient: 

bei jeder von den beiden Transformationen (Q) ungeftndert Wenn ferner 
auch nur eine einzige Form: 



Pi.p, 






vorhanden und aber v>2 ist, so vmrd, wenn zur Abkürzung C'^_4,4 = C'» 
gesetzt wird, durch: 

(2vC,C,-{v-l)CiyC,'''' 

eine Function der Coefficienten C dargestellt, welche bei jeder von den 
beiden Transformationen (Q) ihren Werth behält Denn bei der ersteren 
werden die Coefficienten CJ, Cj, C^ der transformirten Form durch die 
Relationen: 

bei der letzteren durch: 

bestimmt, und bei der einen wie bei der anderen Bestimmungsweise besteht 
die Gleichung: 

(2vC,C, - (i; - 1) Ciy C;-«' = {2v C^C; - (v ^ 1) C;^ C7j*-^: 

Lässt man von den Bedingungen (L') eine derjenigen fort, welche die 
Unveranderlichkeit bei den Transformationen: 
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far einen der Werthe r — 3, 4, ... n betreffen, so genügt den übrig bleiben- 
den Bedingungen eine Function der Coeffieienten, sobald sie nur eine Invariante 
desjenigen Formensystems ist, in welches das gegebene für a;^ — übergeht. 
Eine solche Function kann also zugleich eine beliebige Function der Coeffi- 
cienten derjenigen Glieder der Formen sein, welche x^ allein enthalten. 

Lässt man endlich von den Bedingungen (L') die letzte auf die 
Transformation : 

bezügliche weg, so genügen den übrig bleibenden Bedingungen transcendente 
Functionen der Coefficienten der Formen, welche die weggelassene Bedingung 
nicht erfüllen und also nicht Invarianten — in dem oben bezeichneten 
üblichen Sinne — sind. 

So stellt z. B. für eine positive quadratische Form: 



die Beihe: 



i, k 



"^1% "4 » • • • "*« 



wenn die Summation auf alle ganzzahligen (positiven und negativen) Werthe 
von Wj, Wj, ... m^ erstreckt wird, eine transcendente Function der Coeffi- 
cienten C^j dar, welche bei den Transformationen (L') der ersten beiden 
Kategorien, aber auch nur bei diesen, unverändert bleibt. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass, abgesehen von dem besonderen Falle, 
wo das Formensystem nur aus einer einzigen quadratischen Form von 
2 Variabein besteht, die Unveränderlichkeit bei allen n + 1 Transformationen 
(L') ein nothwendiges Erforderniss fttr die Invarianten des Formensystems bildet. 



L. Kroneoker's Werke IIL 44 
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§ 12. 

Lässt man von den Bedingungen (M') im § 10 die erste weg, so 
bleiben nur die (» — 1) Bedingungen der Unverftnderlichkeit bei den Trans- 
formationen: 

a?2 "» ^a:^ + a?j , a?^ = a:^ (a«i, s, 4,... •), 

•Nun bleibt bei allen diesen Transformationen in jeder Form der Coefficient 
desjenigen Gliedes, welches rr, allein enthält, ungeändert; jeder dieser Coeffi- 
cienten selbst genügt also den n — 1 angegebenen Bedingungen. 

Lftsst man ferner von den Bedingungen (M') die zweite fort, so bleiben 
diejenigen übrig, welche sich auf die n — 1 Transformationen: 



a;^ = xj + tx'^ , Xj^=» x^ (*-«. «, . . ») 

a;^ = Xl, ^r""^l' ^h'^K ' (*>1. A$r; r=S, 4,... «) 

beziehen. Bei der ersteren bleiben sanmitliche Coefficienten: 

C 



d. h. alle Coefficienten derjenigen Glieder, welche a;, nicht enthalten, für sich 
ungeändert, und jede symmetrische Function der Quadrate aller derjenigen 
Coefficienten, welche aus C^ , o,p . ...j» durch Permutation der Indices i>i, i>8, ...i>, 
entstehen, behalt offenbar auch bei jeder von den n — 2 Transformationen: 

a^j«— — a;^, a^^ — a:^, x^ «^ x'^ (a>i, a^h r-s. 4. ... n) 

ihren Werth bei. 

Lässt man endlich von den Bedingungen (M) eine der letzten fort, 
z. B. die für r'^n, so bleiben nur die Bedingungen: 
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a?j — — a?^ , a?^ «= x[ , x^^^ x^ (*>i. * ^ n r— s, 4. . .. «-i) 

übrig, und diesen genügt oflfenbar jede Invariante desjenigen Formensystems, 
welches aus dem der Betrachtung zu Qrunde gelegten hervorgeht^ wenn man 
darin a;^ — setzt. 

Auch die ünveränderKchkeit bei allen n Transformationen (M') bildet 
daher ein nothwendiges Erfordemiss fttr die Invarianten des Formensystems, 

Um endlich dasselbe ftlr die 2» — 2 Transformationen (N') zu zeigen, 
genügt es offenbar nachzuweisen, dass für irgend einen Werth des Index r, 
z.B. fttr r^n^ weder die Transformation: 

a?j -=- ar^ + ix'^ , ^A "= ^A ^*"'*' *' ••• "^ 

noch die Transformation: 

x^ = tx[ + a:^ , x^ « Xj^ (*-i, «. ... »-i) 

ausser Acht gelassen werden darf. 

Sieht man zuvörderst von der ersteren Transformation ab, so bleiben 
nur die Bedingungen der Un Veränderlichkeit bei den 2n — 4 Transforma- 
tionen: 



(R) 



^r ~ K + ^r ' *A = ^A <*<'> 



fttr r — 2, 3, .... n — 1 und bei der Transformation: 



x^ — ^a:j + a;^ , ^^ = ^a ^*"^ *' •• *"^^ • 

44* 
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Bei allen diesen 2n — 3 Transformationen bleiben die Coefficienten derjenigen 
Glieder der Formen, welche x^ allein enthalten, d. h. also die Coefficienten: 

ungeändert, und jeder dieser Coefficienten genügt daher den angegebenen 
Bedingungen. 

Sieht man ferner von der letzteren Transformation ab, so bleiben nur 
die Bedingungen der Unverftnderlichkeit bei den 2n — 4 Transformationen (R) 
fftr r-=»2, 3, . . . n — 1 und bei der Transformation: 

Bei dieser letzteren Transformation bleiben die Coefficienten derjenigen Glieder 
der Firmen, welche x^ nicht enthalten, d, h. also die Coefficienten: 

ungeftndert, und eine Frmction dieser Coefficienten genügt oflfenbar den Be- 
dingimgen der Unverftnderlichkeit bei den Transformationen (R), sobald sie 
eine Invariante desjenigen Formensystems ist, welches aus dem ursprüng- 
lichen entsteht, wenn man darin a?^ — setzt. 



§ 13. 
Zur Charakterisirung rationaler Functionen der Coefficienten: 

\j-l. «, 8,... / 

eines Systems homogener Formen der Dimensionen v^^ v^, v^y . . . : 
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„ ,-2 5f.^,...,.-r '."■-:• U- — V ) 

als dessen Invarianten bedarf es nur der Bedingung der Unverönderlichkeit 
bei den Transformationen: 

a?i -= x[ + x^^ ^h'^K ^*'"*' •» •• ">> 

(L") 

Um dies zu zeigen, bemerke ich zuvörderst, dass die Reihe der Trans- 
formationen : 

^1 = < +<y ^t — <f ^A - < 

a?l = — X^, X^ -» X^, Xl = X'j^ (A=«, 4, ... «) 

^1 — ^1 + ^1 * ^1 - ^« ; ^A — «A 

zu folgender fahrt: 

^1 — <"> ^1 = «r + ^r> ^A -= ^r <*-»« *»••-), 

welche daher den Transformationen (L") hinzugefttgt werden kaim. Wenn 
femer sowohl diese Transformation als auch die erste der Transformationen 
(L") ftmal angewendet wird, so entstehen die Transformationen: 

^1 -=- K + ^^i » ^f - ^i» ^A - < 

(L') ^ ^ (A-5.4....«), 

bei denen also die Invarianten ungeändert bleiben müssen. In den auf diese 
Weise transformirten Formen sind die Coefßcienten ganze Functionen von ft, 
und eine rationale Function derselben kann also nur dann für alle ganz- 
zahligen Werthe von ft einen und denselben Werth haben, wenn sie von ft 
unabhängig ist. Jede bei den Transformationen (L") ungeändert bleibende 
rationale Function der Coefßcienten der Formen behalt demnach auch dann 
ihren Werth bei, wenn anstatt ft eine unbestimmte Variable t genommen und 
eine der n Transformationen: 
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Xj — x; + /x;, X, — x;, x^— x; (»-»,4,...), 

angewendet wird. Dies sind aber genan die im § 10 mit (li ) bezeichneten 
j» Tranaformationen, and es ist a. a. 0. gezeigt worden, dass die Bedingung 
der ünTeränderlichkeit bei diesen n Transformationen znr Charakterisirung 
der Invarianten eines Systems homogener Formen von Xj, x,, ... x^ voll- 
ständig genügt. 

Ans der vorstehenden Auseinandersetzung folgt zugleich, dass sowohl 
die ünveranderlidikeit bei den n Transformationen: 

X, = X;+X;, X, — X;, X^^X^ (A-3.4,...«), 

(M") X, — x;+x;, X, — x;, x, = x; 

/* > ii * < ••; \ 

V-8,4....»/ 
*1 — -^rl *. = *!. ^4 = ^* 

als auch die ünveir&nderlichkeit bei den 2» ~ 2 Transformationen: 



X ^ x' -4- x' - X ^ x' X «= x' 

zur Charakterisirung rationaler Invarianten ausreicht. Denn die fi mal wieder- 
holte Anwendung solcher Transformationen fahrt zu den folgenden: 

X, — x; + ^x;, x, = x;, x, — x; 

(»>l,A>r;r=.f, »,...«), 

und eine rationale Function der CJoeffidenten ist, wie oben nfther dargel^t 
worden, nur dann bei solchen Transformationen invariant, wenn sie zugleich 
— far unbestimmte Variable t — bei den Transformationen: 
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a?- «=» x' -4- tx' . X = fl?' . wC. ■= rc' 

(A>1, A^r; r=«, S, ... ») 
^,— ^ +<, ^1=^1', ^A = < 

ihren Werth beibehält. Die nach § 10 zur Charakterisirong der Invarianten 
ausreichende Unverönderlichkeit einer Function der Coefficienten der Formen 
bei den Transformationen (M) oder (N') ist also eine nothwendige Folge der 
Unverftnderlichkeit bei den Transformationen (M") oder (N"), sobald noch die 
Bedingung der Bationalität hinzutritt. 

Man kann dieses Resultat auch dahin formuliren, 

dass für rationale Invarianten die Bedingung der ünveränderlichkeit 
bei denjenigen Transformationen genügt, welche aus den Trans- 
formationen (L'), (M'), (N') entstehen, wenn man darin t = l setzt. 

Die Transformationen (L') reduciren sich, da die letzte derselben für 
^ — 1 wegMlt, genau auf diejenigen, aus denen sich, wie ich schon in meiner 
Mittheilung vom 15. October 1866*) angegeben habe, jede Transformation mit 
ganzzahligen Substitutionscoefficienten, deren Determinante gleich Eins ist, 
zusammensetzen lässt. Die successive Anwendung der dabei auftretenden 
n — 1 Transformationen: 

-r =— ir' X =x' X ^X M=-2,8, ...r-l, r+l,...ii.\ 

führt zu allen Permutationen der Variabein x^j a?,, ... a?^, verbunden mit 
gewissen Zeichenänderungen. Da man andererseits mit Hülfe von je zwei 
Substitutionen — falls sie nicht so besonders ausgewählt sind, dass sie zu 
einer „besonderen" Gruppe gehören**) — durch deren wiederholte Anwendung 
zu jeder Permutation gelangt, so kann man jene n — 1 Transformationen 
auf die mannigfachste Weise durch zwei Transformationen ersetzen. Ich habe 
dies aber in meiner Mittheilung vom 15. October 1866 und auch in dieser 



*) Monatsberichte der Akademie yom October 1866.^) 
**) d. h. zu einer Gruppe, welche nicht alle n\ Substitutionen enthält 

^) Ueber bilineare FormeD; Bd. I S. 148—162 dieser Ausgabe von X. KnmeckerH Werken. H. 
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Arbeit deshalb nicht gethan, weil es bei der Decomposition beliebiger Systeme 
von n' Grössen in gewisse ein&che nicht auf die Anzahl der Arten von 
Decomponenten-Systemen^ sondern lediglich auf deren Beschaffenheit ankommt. 
Diesen Gesichtspunkt habe ich schon in meiner erwähnten früheren Mit- 
theilung dadurch hervorgehoben^ dass ich die dort benutzten ein£ächen Decom- 
ponenten-Systeme als „elementare" bezeichnet habe. Dass eben dieser Gesichts- 
punkt bei der Auswahl der Decomponenten-Systeme maassgebend sein muss, 
zeigt sich auch ganz deutlich bei den Anwendungen, welche ich von der 
Decomposition in meinem vorhergehenden Aufsatz „über symmetrische Systeme" 
und in der vorliegenden Arbeit gemacht habe. So müssen die n + 1 ein- 
fachen Systeme (L) des § 6 durch die 2n — 2 Systeme (N) des § 7 ersetzt 
werden, wenn man die Decomposition der Systeme zum immittelbaren Nach- 
weis des stetigen Zusammenhangs derjenigen, deren Determinante dasselbe 
Vorzeichen hat, benutzen will. So ist ferner dieselbe Art der Decomposition 
zur Herleitung der partiellen Differentialgleichungen erforderlich, welchen die 
Invarianten von Formensystemen genügen. 

Wenn nun auch, wie sich an den angeführten Beispielen zeigt, die 
Wahl der „einfachen" Systeme, aus denen jedes System zusammenzusetzen 
ist, durch die spedelle Anwendung, welche davon zu machen ist, bedingt 
sein kann, so gilt doch stets für die „Einfechheit" der Decomponenten- 
Systeme das Princip, dass jede einzelne, durch das einfache Substitutions- 
system bewirkte Transformation sich auf möglichst wenig Variabein zu 
erstrecken hat. Diesem Principe gemäss sind alle Decomponenten-Systeme in 
den obigen Entwickelungen so gewählt worden, dass die bezüglichen Trans- 
formationen sich nur auf zwei Variabein erstrecken, und es ist klar, dass 
bei Festhaltung dieses Princips die Anzahl der Decomponenten-Systeme nicht 
kleiner als die der Variabein sein kann. Die Anzahl der nach dem an- 
gegebenen Princip in meiner Mittheilung vom 15. October 1866 aufgestellten 
^^elementaren'' Systeme lasst sich also nicht verringern; dass sie aber auf 3 
reducirt werden kann, wenn man — wie es Hr. Krazer*) gethan hat — von 



*) Ueber die Zusammensetzung ganzzahliger linearer Substitutionen Ton der 
Determinante Eins aus einer geringsten Anzahl fundamentaler Substitutionen. (Annali di 
matematica pura ed applicata, Ser. II. Tomo XII.) 
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dem bei meiner Aufstellung der elementaren Systeme leitenden Princip absieht, 
ist selbstverständlich, da sich, wie schon oben erwähnt worden, aus je zwei 
nicht zu einer besonderen Gruppe gehörigen Substitutionen alle zusanunen- 
setzen lassen. '*') Die von Hm. Krazer gewählten Transformationen sind: 

a:^ — a?;+a;;, a?^ — < (»-s.5,... „), 

a?^ = — a?;, x^'^x[y x^ — x^ (*-8.4,...i.), 

diese letzte Transformation erstreckt sich, im Gegensatz zu dem erwähnten 
Princip, auf dUe Yariabeln und muss also, bei Festhaltung des Princips, in 
n — 1 Transformationen, welche sich nur auf je zwei Variabein erstrecken, 
zerlegt werden. 



§ 14. 

Die im § 10 bei (N') angegebenen und im § 12 als nothwendig erwiesenen 
Bedingungen, dass bei jeder von den Transformationen: 

a?j — a?; + <a?;, x^^x^ (a>i), 

(N') 

welche den Indices r — 2, 3, . . . n entsprechen, die Invarianten ihren Werth 
behalten sollen, können auch dahin formulirt werden, 

dass die Invarianten^ als Functionen der Coefficienten derjenigen 
Formen, welche bei einer von jenen 2n — 2 Transformationen (N') 
entstehen, für jeden Werth von t denselben Werth haben müssen, 
wie für f «- 0, d. h. also, dass sie von t unabhängig sein müssen. 



*) Im § 69 yon Hrn. Netk^B Substitutionentheorie wird mit Recht hervorgehoben, 
dass zwei beliebig gewählte Substitutionen in der Regel nicht zu einer anderen als der 
symmetrischen Gruppe gehören. 

L. Kroneokar't Werke DX 46 
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Wird nun, wie im vorigen Paragraphen, das System homogener Formen der 
Dimensionen v^, i^,, v^, . . .: 



(S) 



V ^ö) P^ P. Pn fPl^P^^"Pn-^'^^"-\ 



zn Grunde gelegt, und bezeichnet man diese Formen mit: 



SO ist: 






Eine Function der CoefBcienten &^\ 

PliP%%-"Pm 



\ Pt^Pfi '" Pm I 

wird denmach als Invariante des Formensystems (S) vollständig durch die 
Bedingung charakterisirt, dass jede der 2n — 2 Functionen: 

Iny /^ d^"^^F^''\x^,x^, ...a:„^,<a?^ + ^,,^r^i, ♦ ■ » a:,) \ 



(T) 



(r=S,S, ...I.) 

von i unabhängig sein muss. Differentürt man also diese 2n — 2 Fimctionen 
nach t und setzt das Resultat gleich Null, so sind die so entstehenden 
2n — 2 Differentialrelationen charakteristisch fOr die Invarianteneigenschafb 
der Function: 
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Bei der Aufstellung der bezeichneten Differentialrelationen ist von 
folgender Formel Gebrauch zu machen: 



(ü) 



a^^>F<«^(«, + <«,;ar,, ,.,xj 



dt dx\' dxt* d«^ . . 


• • «'«i" 














-*. 


dx,' dx,* 


+ tx,,x„ 


••.*.) 

ä^:- 


+^,- 




+<«,, 
d^'.. 


X,,.. 

.dx':: 


*,) 




<*I.* 


S=ia,i,*,.. 


.)*,+»,+ 


...+»,+1 


-i). 









Diese Formel gilt offenbar für ä, — 0, und wenn ihre Gültigkeit fOr irgend 
einen der Werthe ä, — 0, 1, 2, ... vorausgesetzt wird, so zeigt die Diffe- 
rentiation nach x^, dass sie auch fOr den um Eins grösseren Werth von h^ 
gültig bleibt 

Nimmt man in der Formel (ü) die Zahl X gleich v^ + ly so wird daa 
zweite Glied auf der rechten Seite gleich Null, und es kommt: 

^ dtdx^'dx^'dx^ ,..dx^' ~^^' dx^'^^dx^'-^dx^' ...dx^* ' 

Nun ist das Resultat der Differentiation von: 

(T) Idt ( s''''F''\x, + tx,,x,,...xJ ^ \ 

' \ p,lp^l...p^\dx^,'dx^'...dx^^' ) 

nach t ein Aggregat von Producten je zweier Factoren, deren einer die 
partielle Ableitung der mit (TJ bezeichneten Function nach je einem ihrer 
Argumente : 

d^'''^F^'\x, + tx^,x^,,.,xJ 



Pi I p, I . . . p. I d«f' dx^ . . . da:f" 



ist, Während der andere Factor durch die nach t genommene Ableitung dieses 
Arguments oder also, vermöge der Formel (ü') durch: 

46* 
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gebildet wird. Das Resultat der Differentiation Iftsst sich also in folgender 
Weise darstellen: 

wenn man unter den Coe£6cienten C diejenigen versteht, welche durch die 
Gleichungen : 



Pl»Pt»--P« ^ * 
(PifPtf..P,«=0, 1,«,... ;>!+!>,+ . . . +p^— r^;9 — 1, 1, 3,...) 



definirt werden. Die Bedingung dafür, dass die mit (TJ bezeichnete Function 
von t unabhängig sei, wird hiemach durch die partielle Differentialgleichung: 



d Inv / C^^ \ 

Pi»Pt» ••• p« 

(Pi , P» • • . P«=»0, 1, 1, . . .; p, = 1, 1, . . .; Pi +p,+ . . . +p, « r^; j« 1, 1, S, . . .) 

ausgedrückt, und diese ist vollkommen gleichbedeutend mit derjenigen, welche 
man erhält, wenn man darin für die Coefficienten &^^ der Formen: 

die Coefficienten C^*^ der Formen JP^'^ (a?j , a?, , ... a?^) einsetzt 

Gemäss der vorstehenden Entwickelung lässt sich jene für die In- 
varianteneigenschaft der Function: 
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charakteristische Bedingung, dass jede der 2n — 2 Functionen (T) von t un- 
abhängig sein muss, vollstdudig durch ein System von 2n — 2 partiellen 
Differentialgleichungen ausdrücken, welche aus (ü") hervorgehen, indem erst: 

P^ (r-f,»,...!,) 

an Stelle von p^ gesetzt und alsdann in jeder von den so entstehenden n — 1 
Differentialgleichungen p^^ mit p^ vertauscht wird. Die auf die angegebene 
Weise zu bildenden Gleichungen können in folgender Weise dargestellt werden: 

1»H Pt » • • 'Pm 

Hierin ist sowohl « — + 1 als auch « = — 1 zu setzen, und für r sind die 
Zahlen 2, 3, ... n zu nehmen, so dass die Formel (V) genau 2n — 2 partielle 
Differentialgleichungen repräsentirt. Die Simimation ist auf alle diejenigen 
Werthe: 

zu erstrecken, für welche zugleich: 

l>i + «^0, Pr-^^0, p^+p^'\ l-l>, — V, 

ist, und überdies auf die Werthe g-»l, 2, 3, . . ., welche. den verschiedenen 
Formen des betrachteten Systems: 

entsprechen. 
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§ 15. 
Fflr absolute Invarianten: 

abs. Iny. (. . . CJ«^ ^ ... .) 

tritt noch gemäss § 8 (0) die Bedingung hinzu, dass sie bei der Trans- 
formation: 

a?j — Jx[ , ar^ « a?^ (*— i, «, ... «) 

ihren Werth behalten sollen. Hierftlr ist nothwendig imd hinreichend, dass 
der Werth der Function: 

abs. Inv. L . . J ^ C ^ «»•••) 

\ Pl^P%t "' Pn I 

von A unabhängig, also ihr nach A genommener Differentialquotient gleich 
Null sei. Diese Bedingung lässt sich, wenn man: 

Pi»l>ti-..P» P\yP%y''P% 

setzt, durch die partielle Differentialgleichung: 






darstellen, in welcher aber auch — wie oben — die Coeffidenten C^*^ der 
Formen: 

durch die Coefficienten C^'^ der Formen F^^ {x^, o?,, ... x^) ersetzt werden 
können. Für äbsduie Invarianten ist demnach den 2n — 2 partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (Y) noch die folgende: 
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aab8.Inv. (. ..OJ^^, „ , ...) 



^^Pl^Pt^'Pn 







(PliPfi . .P, — 0, 1, 1, ...; |>i + p,+ - ..+1», = »^; 9—1, 1,5,...) 

hinzuzufügen, welche ausdrückt, dass die Dimension der durch 

abs, Inv. i..Cf ^ .,.••) 

bezeichneten Function der Coefflcienten Cj'^ „ ^ gleich Null sein muss, 
wenn man die Dimension jedes dieser Coefficienten gleich dem ersten Index 
f^ annimmt. 

Das fOr absolute Invarianten charakteristische System der 2n — 1 
partiellen Differentialgleichungen (V), (V), welches, wie wohl hervorgehoben 
zu werden verdient, hier ohne Anwendung irgend welcher Symbolik erlangt 
worden ist, ersetzt vollständig jenes System der n* partiellen DiflFerential- 
gleichungen, welches Äronhold in seiner Abhandlung*) „Ueber eine fundamentale 
Begründung der Invariantentheorie'' hergeleitet hat. Es zeichnet sich vor 
dem citirten System aber nicht nur durch die wesentlich geringere Anzahl 
der Gleichungen, sondern auch dadurch aus, dass jede einzelne Gleichung fOr 
sich eine Bedeutung hat^ indem sie die Eigenschaft der Invariante ausdrückt, 
bei einer bestimmten „einfachen" Transformation des Formensystems ihren 
Werth beizubehalten. Auch giebt die hiermit erfolgte Reduction jenes Systems 
von n^ partiellen Differentialgleichungen auf ein solches, welches aus nur 
2n — 1 Differentialgleichungen besteht, vollständigen Aufschluss über die 
zwischen den n* Gleichungen bestehenden Beziehungen, durch welche die a. a. 0. 
von Äronhold als bemerkenswerth hervorgehobene Coexistenz derselben bedingt 
ist. Endlich ist noch darauf aufmerksam zu machen, dass — wie aus § 12 
hervorgeht — bei der Charakterisirung der Invarianten keine einzige der 
2n — 2 partiellen Differentialgleichungen (Y), und, &lls es sich um absolute 
Invarianten handelt, auch nicht die Differentialgleichung (V), entbehrt 
werden kann. 



^) CrelVs Journal für Mathematik Bd. 62, 8. 293 und 309. 
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§ 16. 

Im § 14 bildete es einen wesentlichen Pnnkt in der Herleitung der 
partiellen Differentialgleichungen (V), dass die Differentiation der Functionen (T) 
nach t zu Ausdrücken führte, in welchen nur die Coefficienten C^ vorkommen. 
Der Nachweis hierftlr wurde mittels der Formel (U) erbracht Der bezeichnete 
Umstand wird aber ohne Weiteres evident, wenn man die Invarianten nicht 
als Functionen der Coefficienten C^\ . der Formen: 

sondern als Functionen einer Anzahl von Ausdrücken: 

betrachtet, in denen w^^, u^^^ ... u^^ unbestinmite Variabein bedeuten. Die 
Zahl a ist dabei gleich der Anzahl der Coefficienten Cj'^ « « zu wählen 
und die Ausdrücke F^^^(u^^y u^j^y ... u^^) sind dann offenbar lineare homogene 
Fimctionen der Coefficienten C}^\ 

PitPti'Pn 

Soll nun: 

eine Invariante des Formensystems F^^^x^, x^,...xj sein, so muss z, B.: 

Iny. (. . . F^'\u^^ + ^tt,^, tt,^, . . . w^,), . . .) 

von t unabhängig, also der nach t genommene Differentialquotient gleich Null 
sein. Wenn man daher zur Abkürzung die nach dem Argument: 

genommene partielle Ableitung der Function Inv. mit: 



Digitized by 



Google 



DECOMPOSITION DER SYSTEME VON n' GRÖSSEN. • 36I 

bezeichnet und: 
setzt, 80 kommt: 

^U,, F^'^ (U,j + <«„, «,j, . . . Uj lüT.^, , (.. . F<'' («,j + tu^^, M,^, . . . «,j), . . .) - 

(t-1, S,«, .../i^i 9=1.2,8,...). 

Ersetzt man endlich in dieser Gleichung ti^^ + tu^jt durch w^^, so resultirt die 
partielle Differentialgleichung: 

welche die angekündigte Form hat, da die Coefficienten: 

der partiellen Ableitungen der Invariante offenbar lineare homogene Fimc- 
tionen der Coefficienten C^"^^^ ^ ^ oder auch der an deren Stelle eingeführten 

Ausdrücke: 

sind. 

§ 17- 

Eine Function der n* Coefficienten eines Systems von n linearen 
Formen: 

2c^j^Xj^ (^»-1, «,...«) 

L. Kron»ck«r*t Werke HL ^6 
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kann nur dann eine Invariante sein^ wenn sie eine Function der Determinante: 

|(7,j| (^*=i, 1,.. «) 

ist, und eine solche ist daher gemäss § 10 (L') dadurch charakterisirt, dass 
sie ungeändert bleibt^ 

erstens, wenn C^^ + C^^ an die Stelle von C^^ gesetzt wird, 
zweitens, wenn C^^ für C.^ und zugleich — C,j für C^^ gesetzt wird, 

drittens, wenn tC^^ für 6'.^ und zugleich j C\^ für C., gesetzt wird. 

Denkt man sich in der üblichen Weise die CoeflScienten C?.^ in 
n Verticalreihen von je n Gliedern so geordnet, dass diejenigen, welche den- 
selben zweiten Index haben, derselben Yerticalreihe angehören, so kann man 
das angegebene Resultat so formuliren: 

Eine Function der n* Grössen C,^, welche ungeändert bleibt, wenn 
die erste Yerticalreihe zur zweiten addirt wird, ferner auch wenn 
für die erste Yerticalreihe irgend eine der folgenden und zugleich 
für diese die negativ genommene erste Yerticalreihe gesetzt wird, 
endlich auch wenn die erste Yerticalreihe mit t multiplicirt und 
zugleich die zweite durch t dividirt wird, kann nur eine Function 
der Determinante sein. 

Ebenso folgt aus § 10 (N'), 

dass eine Function der n* Grössen C^^, welche ungeändert bleibt, 
wenn die erste Yerticalreihe, mit t multiplicirt, zu irgend einer 
der folgenden addirt wird, und auch dann, wenn zur ersten Yertical- 
reihe irgend eine der folgenden, mit t multiplicirt, hinzugefügt wird, 
nothwendig eine Function der Determinante sein muss. 



Hiermit völlig gleichbedeutend ist es, dass gemäss § 14 (Y) eine f'unc- 



tion der w* Grössen 0^^ : 



Digitized by 



Google 



DECOMPOSmON DER SYSTEME VON n* GRÖSSEN. 353 

durch die 2n — 2 partiellen Differentialgleichungen: 

als eine Function der Determinante charakterisirt wird. 

I^ür eine rationale Function der n* Grössen C^^ kann nach § 13 ihre 
Eigenschaft, eine Function der Determinante zu sein^ schon daraus erschlossen 
werden, dass sie sowohl dann, wenn die erste Verticalreihe zur zweiten addirt 
wird, als auch dann, wenn die erste Verticalreihe nach Aenderung ihres Vor- 
zeichens mit einer der folgenden vertauscht wird, ihren Werth beibehält. 
Setzt man aber noch die Function als ganz, linear und homogen in den 
Elementen der ersten Verticalreihe voraus, so kann die erstere von jenen 
Bedingungen der Unveränderlichkeit, weil sie dann eine Folge der letzteren 
ist, weggelassen werden. Um dies näher darzulegen, sei eine Function der 
n* Grössen C^^: 

als eine ganze, lineare, homogene Function der n Grössen der ersten 
Verticalreihe definirt, welche bei Vertauschung dieser Verticalreihe 
mit irgend einer der folgenden den entgegengesetzten Werth an- 
nimmt, und welche den Werth Eins erhält, wenn das System C.j^ 
das Einheitssystem ist. 

Alsdann ist offenbar * eine ganze, lineare, homogene Function der 
Elemente jeder Verticalreihe; es wird also: 

gleich der Summe: 

und die erstere dieser beiden Functionen, in deren Argumenten die beiden 

46* 
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ersten Yerticalreihen identisch sind,' muss gleich Null sein, weil sie bei 
Vertauschung der beiden ersten Yerticalreihen den entgegengesetzten Werth 
annehmen solL Die Function * bleibt also in der That ungeändert, wenn 
die erste Verticalreihe zur zweiten addirt wird; es ist daher 

*(^u» ^11 > • • • ^«J durch jene Bestimmungen als eine Invariante 
des Formensystems: 

vollkommen charakterisirt, 

und zwar als die Determinante selbst. 

Dass far die so definirte Function * der Productsatz besteht, ist 
evident Denn wenn: 

gesetzt wird, so hat der Quotient: 

alle diejenigen Eigenschaften, welche fÄr die Function: 

als bestimmend angegeben worden sind. Auch wird die Function 9 auf 
Grund ihrer Definition unmittelbar als n-ÜEiche Summe: 

(W) 2 ^i i i ^i l^i % -' ^i n ('x,'t.- '--!.«.•.•») 

dargestellt, in welcher: * 
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ist, wenn zwei der Indices gleiche Werthe haben, femer aber, wenn die 
Indices sämmtlich unter einander verschieden sind: 

je nachdem die Permutation i^, i,, . . . i, aus 1, 2, ... w durch eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Vertauschungen je zweier Indices entsteht. 

Das Zeichen e. ^ ^ kann daher auch durch die Gleichung: 
definirt werden, welche in folgender einfachen Weise darzustellen ist: 



(W) 






wenn man von der abgekürzten Determinantenbezeichnimg: 





Au Ai> • 


••A 


AA- 


-^21> -^M> • 


..A, 


(*.»=!, »,...«) 


• 





-^»1' \%y 



Gebrauch macht, welche ich in meiner Abhandlung „über bilineare Formen^' 
eingeführt habe.*) Ersetzt man das Zeichen 6^ ^ ^ in dem obigen Aus- 
druck (W) durch den Determinanten-Quotienten, welcher sich dafür aus der 
Gleichung (W) ergiebt, so konmit: 



(X) 



•l » »1 » • • • •» 



('l.'j.-'«=-*i *.•••«), 



(A,t=l, «....«) 



(A=l, »,...«; *=fl,/„ ...I,) 



*) Monatsbericht vom October 1866.^) 

^) Band I S. 148 — 162 dieser Aasgabe von X. Kronecker^s Werken. 



H. 



Digitized by 



Google 



366 DECOMPOSmON der SYSTEME VON n* GRÖSSEN. 

und es zeigt sich also, dass mit Hülfe irgend einer Determinante jede als 
n-fiwhe Sunmie dargestellt werden kann. 

Ninunt man für die Determinante |^^J diejenige, von welcher Cauchy 
bei seinen bezüglichen Entwickelungen ausgeht, nämlich: 

wo X eine unbestimmte Variable bedeutet, so geht die Gleichung (X) in 
folgende über: 

(X') K'\-\cJ^^\z';-'K^c,^,,,--'C,^,, (*..........-.......) 

»1 » »j » • • • »« 

welche offenbar auch so dargestellt werden kann: 

/A, *=1, 2, ... «; \ (r. «, r=>l, «, ... «; r<t). 

V, #=«1, %,...n\r<i} 

Die in dieser Gleichung (X") enthaltene Darstellung einer Determinante als 
n-fache Summe, in welcher den Grössen x^, a?,, . . • x^ beliebige unter ein- 
ander verschiedene Werthe beigelegt werden können, habe ich zuerst im 
Wintersemester 1874/1875 und seitdem oftmals in meinen algebraischen 
Universitatsvorlesungen den determinantentheoretischen Entwickelungen zu 
Grunde gelegt*), aber bisher noch nicht durch den Druck veröffentlicht. 
Herr E Schering ist seinerseits, von anderen Gesichtspunkten ausgehend, zu 
einer solchen Darstellung gelangt und hat dieselbe schon im Jahre 1877 in 
seiner Abhandlung „Analjrtische Theorie der Determinanteü" publicirt.**) Es 
ist auch dort gezeigt, dass sich die Eigenschaften der Determinanten mit 

*) Es befanden sich unter meinen Zuhörern im Wintersemester 1874/1875 die 
Herren Caspary^ Otgenbauer, Hettner^ Schoenflies. 

**) Bd. XII der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschafben 
zu Göttingen. 
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Leichtigkeit aus einer solchen Darstellung ergeben, aber der allgemeinere 
Ausdruck (X) der Determinante | C^^ \ erscheint hierfllr noch etwas besser 
geeignet als der speciellere, welchen Herr Schering benutzt. 



§ 18. 

Ich bemerke schliesslich, dass die eigentliche Quelle der Decomposition 
von Systemen von n* Grössen in jener alten, einfachen Methode der Auflösung 
linearer Gleichungen zu finden ist, deren man sich bedient hat, bevor man 
an das Studium der algebraischen Ausdrücke gegangen ist, welche sich bei 
der literalen Auflösung zeigen, d. h. bevor man die Aufgabe im Sinne der 
„allgemeinen Arithmetik"*) behandelt und also die Auflösung linearer 
Gleichungen mit „unbestinmiten" Coefficienten entwickelt hat. 

In der That werden nach jener Methode n lineare Gleichungen: 

zuerst durch Combination von je zweien, nämlich durch Bildung von 
Gleichungen: 

so umgeformt, dass die n — 1 neu gebildeten Gleichungen eine Unbekannte 
weniger enthalten. Alsdann wird in derselben Weise fortgefahren, bis man 
zu einem System von n Gleichungen gelangt, von denen eine nur eine einzige 
Unbekannte, eine zweite höchstens zwei Unbekannte u. s. f. enthält, während 
in der n**" alle n Unbekannte vorkommen können. Hierauf wird weiter aus 
der zweiten Gleichung, durch deren Combination mit der ersten, die in dieser 

*) Es ist „die arithmetische Theorie ganzer Grössen eines beliebigen natürlichen 
Rationalitätsbereichs'' also die arithmetische Theorie ganzer ganzzahliger Functionen 
Yon unbestimmten Yariabeln, welche ich in meinem am Schlüsse des 100. Bandes des 
Journals für Mathematik yeroffentlichen Aufsätze^) mit dem Ausdruck „allgemeine Arith- 
metik'' bezeichnet habe. 

^) Ein FandamentalBatz der aUgemeinen Arithmetik. Bd. III S. 200-^240 dieser Ausgabe von 
X. Kraneckcr's Werken. H. 



Digitized by 



Google 



368 DECOMPOSITION DER SYSTEME VON w* GRÖSSEN. 

vorkommende einzige unbekannte entfernt; dann ebenso aus der dritten 
Gleichuiig, durch Combination mit der ersten und zweiten, jede der beiden 
unbekannten, welche in diesen beiden Gleichimgen vorkonmien, und indem 
man so fort&hrt, gelangt man schliesslich zu n Gleichungen^ von denen jede 
nur je eine der n Unbekannten x^, a?,, ... x^ enthält. Das ursprüngliche 
Gleichungssystem, dessen Coefficienten irgend ein System von w* Grössen C^^ 
bilden, wird auf diese Weise durch eine Folge von Operationen, bei denen 
eine Gleichung mit einem Factor multiplicirt und zu einer anderen addirt 
wird, in ein solches transformirt, dessen Coefficienten nur ein „Diagonal- 
system" bilden, und das dabei angewendete Verfisthren kommt im Wesent- 
lichen mit demjenigen überein, welches im § 2 zur Beduction eines beliebigen 
Systems von n^ Grössen auf ein Diagonalsystem gedient hat. 

Der Nutzen, welchen gemäss den vorstehenden Auseinandersetzungen 
die Decomposition der Systeme von n* Grössen gewährt, ist also eigentlich 
jener alten Auflösungsweise linearer Gleichungen zu verdanken, und es zeigt 
sich hierbei — wie in vielen anderen Fällen — dass es auch in der weiteren 
Entwickelung einer Wissenschaft gar wohl vortheilhaft sein kann, auf die 
einfercheren, in früheren Stadien gebräuchlichen Methoden zurückzugreifen. 
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ÜBER ORTHOGONALE SYSTEME. 

[Gelesen in der Akademie der WiBsenachaften am 22. Mai 1890.] 



Herr lApschitz hat im art. 3 der ersten Abtheilung seines vorstehend 
abgedruckten Aufsatzes das interessante Problem der Aufstellung aller ortho- 
gonalen symmetrischen Systeme mit Hülfe der Grundsätze, welche in seiner 
Schrift „Untersuchungen über die Summen von Quadraten*)" entwickelt sind, 
und mit Benutzung der darin eingeführten „Primitivzeichen" vollständig 
gelöst. Ich will nun hier, mit Hülfe von einigen in meinen früheren akade- 
mischen Mittheilungen enthaltenen Sätzen über die Transformation quadra- 
tischer Formen, eine zweite elegante Lösung des bezeichneten Problems 
ableiten und daran einige Bemerkungen über die Darstellung allgemeiner 
orthogonaler Systeme knüpfen. 



Formulirt man die zu lösende Aufgabe dahin, 

dass alle symmetrischen Systeme bestimmt werden sollen, welche 
zugleich orthogonal sind, 

so liegt es nahe, die Elemente der symmetrischen Systeme in jener Dar- 
stellungsweise der Untersuchung zu Grunde zu legen, in welcher sie selbst 
durch die Elemente orthogonaler Systeme ausgedrückt erscheinen. 

Beschränkt man sich zuvörderst auf synunetrische Systeme mit redien 
Elementen: 



') R. Lipschitz, Beiträge zu der Theorie der gleichseitigen Transformation von zwei quadra- 
tischen oder bilinearen Formen. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin y. J. 1890, 
S. 486—628. H. 

') B. Lipschitz, üntersuchongen über die Summen Ton Quadraten; Bonn 1886. H. 

• 47* 
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SO ergiebt sich schon unmittelbar aus den höchst ein&chen, in meiner Mit- 
theUung vom 18. Mai 1868 enthaltenen Entwickelungen*), dass solche Grössen a.^ 
stets in folgender Form dargestellt werden können: 

(1) a,, =,-^^*''*' "^A* ^'' *^'' '' - "^' 

WO die Grössen p^ und c^,. reell und die letzteren die Elemente eines ortho- 
gonalen Systems sind. 

Bedeuten nämlich Uy v, a?j, x^, . . . x^ unbestinunte Variable, so reprft- 
sentirt der Ausdruck: 

* * i, * 

nach der a. a, 0. eingeführten Bezeichnungsweise eine „Schaar von quadra- 
tischen Formen", und zwar eine der „ersten Art", da die y/orma de finita** 
^ + ^ + • • • + ^« unter den Formen der Schaar vorkommt Eine solche 
Schaar lasst sich, wie dort gezeigt ist, immer auf die Gestalt bringen**): 

A 

in welcher u^, Vj^ reelle Grössen und z^j x?,, ... z^ homogene lineare reelle 
Functionen der n Variabein x bedeuten. Die Grössen t;^ sind dabei noth- 
wendig positiv, da dies durch die Transformationsgleichung: 

(2) W-^ic* + v^a^ja;^a?^ = ^(ut;^ — vwJäJ (a, •,*«!, »,,.h), 

und zwar speciell durch die daraus hervorgehende Gleichung: 

*) Monatsbericht vom Mai 1868. S. 339—342.*) 
**) A. a. 0. S. 342.0 

') Ueber Schaaren quadratischer Formen. Band I S. 163—174 dieser Aasgabe von L. Krmedcer^B 
Werken. H. 

>) Bd. I S. 169 dieser Ausgabe. H. 
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^xl '=^JSv.zl (A — 1, 2, ...n) 

erfordert wird. Es werden daher, wenn: 

gesetzt wird, die CoefiBcienten c^^ die reellen Elemente eines orthogonalen 
Systems. Snbstituirt man nun in der aus der Transformationsgleichung (2) 
hervorgehenden Gleichung: 

für die Variabein z die angegebenen linearen Functionen der Variabein x 
und setzt: 

80 resultiren für die Grössen a.^ jene Gleichungen (1): 

a.j^ =» 2Pk ^hi^kk ^*' '» *=1, 2, . . . n) , 

A 

deren Existenz nachgewiesen werden sollte. 

Soll das symmetrische System (a^J zugleich orthogonal sein, so müssen 
die Relationen bestehen: 

(3) ^a.^ a^, = (>^, (i. r. ,=1, 9, . . „) , 

wo rf^, gleich Eins oder gleich Null ist, je nachdem r^s oder r^s ist. 
Substituirt man hierin fOr a^^ und a^^ die Werthe aus den Gleichungen (1), 
so gehen die Relationen (3) in folgende über: 

y, A, « 

und diese nehmen, wenn man von den Gleichungen: 
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(4) 2c^,C,,^d^, (..*.C=1.2....n, 

Gebrauch macht, welche die Grössen c als Elemente eines orthogonalen 
Systems charakterisiren, die einfachere Gestalt an: 

(5) 2pWc,^ = K. (*,r,.=.l,2,.. M. 

A 

Multiplicirt man nun mit c^^c^^ und summirt über alle Werthe: 

r, s = 1, 2, . . . n, 
so kommt: 

Ä, r, • r 

und hieraus folgt unmittelbar, bei Anwendung der gemäss den Gleichungen (4) 
bestehenden Relationen: 

^^Hi^ki = ^hkJ -S'cJ^ = 1 (A, *» r, *=1. 2. ... I.), 

i r 

dass die Grössen pl sämmtlich gleich Eins sein müssen. Die Relationen (3) 
können also nur dann erfüllt sein, wenn man in den Gleichungen (1) die 
sammtlichen Grössen ^^ gleich + 1 annimmt. Alsdann sind sie aber, wie 
aus den Gleichungen (5) folgt, in der That erfüllt, und es zeigt sich daher, 

dass man alle orthogonalen symmetrischen Systeme mit reellen 
Elementen a^^ (ausser dem Einheitssystem) erhält, wenn man: 

(6) a,, « ^ c . e - 2 c,, c,, w *=i. «. • . . .) 

setzt, dabei für m eine der Zahlen 1, 2, ... n — 1 und für die 
n* Grössen c die reellen Elemente irgend eines orthogonalen Systems 
nimmt. 

Da die w* Grössen c die Relationen erfüllen: 
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Ab» 



yaal ' Aam + 1 

SO können die Gleichungen (6) durch folgende ersetzt werden: 

paam 

(6') «.*-=- -*a + 2 ^^c^^c^, (M«i,t.....). 



Fasst man, wie oben, die so bestimmten Grössen a^^ als die Coeffi- 
cienten einer quadratischen Form auf und bildet alsdann die Schaar quadra- 
tischer Formen: 

welche auch in folgender Weise dargestellt werden kann: 

(7) -^(w*a + ^«/ik) ^.•^* <'» *='» *•••">' 

SO ersieht man aus den Gleichungen (6)^ dass diese Schaar (7) durch die 
Substitution: 

k 

aus der Schaar: 

(8) (u + v)%l + (u-v)2\l 

hervorgeht, und die reellen Elemente a^^ eines orthogonalen symmetrischen 
Systems können offenbar auch dadurch charaMerisirt werden, dass die Grössen: 

^*a + ^^ik ^'' *""*• t, ... «) 

die Coefißcienten einer Transformirten der Schaar (8) sind, oder auch dadurch, 

dass sie die Coefficienten einer durch irgend welche orthogonale 
Transformation aus: 
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yl + yl + '^ + yl" y«+i - »m+i vi 

entstehenden quadratischen Form sind. 

Bei dieser Charakterisirung orthogonaler symmetrischer Systeme (a.J 
tritt es deutlich hervor, dass sie — wie Herr Lipschüz nachgewiesen hat — 
eine m{n — m)&LcbLe Mannig&ltigkeit bilden. Denn erstens bildet die Ge- 
sammtheit der orthogonalen Transformationen, welche auf die Form: 

y\+y\ + '- + yl- yl^i - yü+2 yl 

anzuwenden sind, eine ^n(n -'l)&che Mannigfaltigkeit. Zweitens muss jede 

orthogonale Transformation dieser Form in sich selbst auch die oben mit (8) 
bezeichnete Schaar quadratischer Formen, also sowohl die mit u + v o^a auch 
die mit u — v multiplicirte Summe von Quadraten in sich selbst übergehen 
lassen; es sind dies also nur diejenigen Transformationen, bei welchen sowohl 
die Sunmie der m positiven Quadrate als auch die Summe der n — m nega- 
tiven Quadrate in sich selbst transformirt wird. Diese bilden aber eine 

^{in(m — 1) + {n — m) (n — m — 1)) fache Mannigfaltigkeit, und die Differenz : 

5 w(n — 1) - ^ (m(m - 1) + (n — m) (n — tn — 1)), 

welche gleich m{n — m) ist, giebt also die Zahl fOr die wirkliche Mannig- 
foltigkeit der durch orthogonale Transformationen aus der Form: 

yl + yl + '" + yl-yl^i — yl^t yl 

entstehenden quadratischen Formen an. 



n. 

Dass eine orthogonale Transformation, bei welcher die Sunmie der m 
positiven Quadrate oder die Summe der n — m negativen Quadrate der Form: 
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in sich selbst transformirf wird, keine neuen Systeme (a. J liefert, ist an sich 
klar, da bei zwei mittels der Substitutionssysteme: 

nach einander ausgeführten orthogonalen Transformationen, von denen die 
erstere z. B. nur die Quadratsunmie: 

in eine ebensolche Quadratsumme überführt, oflfenbar eine quadratische Form 
mit denselben Coeflficienten a,^ resultirt, wie wenn nur die eine Transformation 
mittels des Substitutionssystem (c^J angewendet wird. Um dies aber auch 
an den oben angegebenen Ausdrücken der Elemente a^^ nachzuweisen, sei: 

das aus der Composition der Systeme (c^J und (c^J hervorgehende ortho- 
gonale System imd also: 

n 

Gemäss der Gleichung (6) ist nun: 
und daher: 

9i t, * r, f, * 

(psal, 2, ... m; r=3m+l, m + 2, ... «; I, 1-, p, 93I, S, . .. n). 
L. E^roneoker*! Werke III. ^^ 
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Da das System (c^ J die Transformation von yj + ^5 H h 2/^ ^ öine Summe 

von m Quadraten bewirkt, die übrigen y aber ungeflndert Iftsst, so erfüllen 
die Elemente c^j die Bedingungen: 

(11) f.,-*r,, ^,w>i-^i' -5;c„v-o 

(A, «=sl, 2, ... m; ^ssl, 2, .. . m, m + 1, ... n; r=m + l, m + 2, .. . n), 



und vermöge derselben geht die Gleichung (10) in folgende über: 



welche in Verbindung mit der Gleichung (9) zeigt, dass die beiden ortho- 
gonalen Systeme (c^J , (c^^) ein und dasselbe orthogonale symmetrische System 
(a,.j) liefern. 

In noch einfacherer Weise zeigt sich dies bei dem Ausdruck: 
(6') «« — -*a + 2-5'c,,c^t «.t-i, »,...»). 

g=*l 

Denn es ist: 

und es ergiebt sich also bei Anwendimg der Relationen (11) in der That die 
Gleichung: 

9 9 

welche zeigt, dass die beiden aus den orthogonalen Systemen (c^J, (c,J mittels 
der Gleichungen (6') hervorgehenden orthogonalen symmetrischen Systeme (a.J 
mit einander identisch sind. 
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Das System der mn Grössen: 

welche allein bei der mit (6) bezeichneten Darstellung der Systeme (a^J vor- 
kommen, ist nur den ^m(m + i) Bedingungen unterworfen: 



(12) 2<^gi^M = ^,k (^. * = !.«. rn) 



Diese Bedingungen bleiben erfilllt, wenn man die n durch die Indexwerthe 
i — 1, 2, ... n charakterisirten Grössen c^^ durch: 

, (£-1.2,... n), 

Va' + ß' 

aber auch zugleich die n Grössen c^^ durch: 



(f=l, 2, ... n 



ersetzt, und das so veränderte System der Grössen c liefert, wenn es in den 
Gleichungen (6) verwendet wird, dasselbe System der Grössen a^^ wie das 
ursprüngliche System der Grössen c. Nimmt man hierbei: 

« = ^1^1^ ß'^^hiy 



SO tritt V'cji + cjj an Stelle von c^^ und NtiU an Stelle von c^^. In dem 
neuen Syteme der mn Grössen c ist also das erste Element der ä**° Hori- 
zontalreihe gleich Null. Das angegebene Verfahren kann nun oflfenbar dazu 
angewendet werden, um zuvörderst die ersten Elemente der sämmtlichen auf 
die erste folgenden Horizontalreihen, alsdann die sämmtlichen zweiten 
Elemente der auf die zweite folgenden Horizontalreihen u. s. f. gleich Null 
zu machen, und man kann auf diese Weise zu einem Systeme von mn Grössen 
c^^ gelangen, in welchem alle Elemente, deren erster Index grösser als der 
zweite ist, gleich Null sind, und welche immer noch die Bedingungen (12) 

48* 
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erftülen.*) Es genügt also, solche Systeme (c^J in den Gleichungen (6') zur 
Bildung orthogonaler symmetrischer Systeme (a^.J zu verwenden. 

Die Systeme (c^^ von der angegebenen Beschaffenheit bestehen nur 
noch aus den ^^(m + l) Elementen: 

/|?=.l, S,...m; \ 
y* \t— p, y+1, ... m/ 

und aus den m(n — m) Elementen: 

i/r \r=m+l, m+2, ... «/ * 

Man kann sich dabei die letzteren m(n — in) Elemente c^^, d. h. die Elemente 
der n — m letzten Verticalreihen, als unbestimmte Variable und die ersteren 

jm(w + l) Elemente c^^, welche in den ersten m Verticalreihen vorkommen, 

als Functionen derselben denken. Denn wenn man die Gleichungen: 



i=n 



C^i^O^^ (^, 1 = 1, J....m) 



(12) 2c,, 

nach einander für: 

gs=m, Ä — w; (^«=m — 1, Ä = m; ^ = w — 1, Ä = m — I5 

^«=3^i — 2, h==^m\ g =* m — 2y h*=^fn — 1; g ^=^ m — 2, Ä = m — 2; 



*) Die obige Beduction eines nur durch die Bedingongen (12) beschränkten 
Systems variabler Grössen c^^ auf ein solches, in welchem fQr g>i die Elemente 
sämmtlich gleich Null sind, bleibt auch auf alle specieUm Systeme reeller Grössen c^^ 
o hne Aus nahme anwendbar. Aber bei specieUen complexen Grössen kann der Nenner 
Va* + ^ gleich Null werden, und es * bedarf dann einer anderen Art der Eeduction. 
iStatt^ wie hier, elementare orthogonale Transformationen, d. h. solche zu benutzen, welche 
die Summe zweier Quadrate in eine eben solche transformiren, hat man alsdann von den 
elementaren Transformationen Gebrauch zu machen, bei welchen eine Summe von zwei 
Producten je zweier Variabein, also eine Form Jß^j^g "f" ^8^4^ ^^ ^^^^ selbst übergeht, 
sowie von denjenigen, bei welchen eine Form e\ "h ^2^3 ^ ^^^^ selbst transformirt wird. 
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benutzt^ SO bestimmen sich der Beihe nach die Elemente: 

^m,nif ^m-l,m^ ^m-l.m-l» ^m-2,m» ^m-2, m-1 » ^m-2, m-«> ' * * > 

nämlich c^^ durch die Gleichung: 

^ü, m + ^m. m+l H 1" ^ n — ^ ^ 

femer c^_i^^ durch die Gleichung: 



+ c c "4" • • • -4* c c ^=3 

.., -, ^ ... m-l, m+1 m, m+1 *^ »^ m-1, n w, « ' 



C^_. ^C^ 



dann c^_i ^_j durch die Gleichung: 

u. s. f., und man sieht, dass hierbei nur die Vorzeichen der ersten m Vertical- 
reihen unbestimmt bleiben, dass also jeder dieser Verticalreihen ein beliebiges 
Vorzeichen gegeben werden kann. 

Dass die Mannigfaltigkeit der orthogonalen symmetrischen Systeme 
(a.J eine m(n — m) fache ist, tritt bei der angegebenen Bildungsweise in 
Evidenz, da die hierbei verwendeten Systeme {c^j) genau m{n — m) unbestimmte 
Elemente enthalten. 

IIL 

Bezeichnet man mit: 

unbestimmte Variable, bildet daraus ein Modulsystem mit den ^ m (m + 1) 
Elementen: 
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und setzt dann: 



so besteht die Congruenz: 

(14) ^«„ «,, ^ *,. (modd. - d,, + ^u;,, «;,,) (^ o> -J; J. ••• ;) . 

Denn es wird zuvörderst; 

und wenn man den Ausdruck auf der rechten Seite entwickelt, so kommt: 

(15) 4 2t^^, U),r ^^gp ^kp - 4 2^,, ^,r + *«r 

O, A = l, «, m; p, 9, r=xi, 2, ... «). 

Der erste Theil dieses Ausdrucks reducirt sich aber mittels der Congruenz: 

für das Modulsystem (9R) auf die Summe: 

es bleibt also in dem Ausdruck (15), wenn derselbe im Sinne der Congruenz 
fdr das Modulsystem (9R) betrachtet wird, nur der letzte Theil rf^^ übrig, 
und die Richtigkeit der Congruenz (14) ist hiermit dargethan. 

Nimmt man fttr die Grössen w^^ ganze Functionen irgend eines Bereichs 
(Sd, 91', 91", ...), so ersieht man aus der Congruenz (14), 
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dass die mittels der Gleichungen (13) definirten Grössen w^^, im 
Sinne der Congruenz fflr das Modulsystem (9K) oder für irgend ein 
darin enthaltenes Modulsystem, ein orthogonales symmetrisches System 
bilden. 

Es tritt hierdurch in Evidenz, dass die Gleichungen (G*), welche aus 
den Gleichungen (13) hervorgehen, indem man die Grössen u durch die 
Grössen a und die Grössen w durch die Grössen c ersetzt, orthogonale sym- 
metrische Systeme mit complexen Elementen a^^ liefern, sobald man für die 
Grössen c complexe Grössen setzt, welche die Gleichungen (12) befriedigen; 
denn die sämmtlichen Elemente des Modulsystems (9K) werden alsdann gleich 
Null, und die Congruenz (14) geht in die Gleichung (3) über, durch welche 
das System {a^^ als ein orthogonales charakterisirt wird. Ab/er es bedarf 
noch des Nachweises, dass aUe orthogonalen symmetrischen Systeme mit 
complexen Elementen auf die angegebene Weise erhalten werden, und hierfür 
ist nur nöthig zu zeigen, dass auch complexe Elemente a^^ in der im art. I 
mit (1) bezeichneten Form: 

(1) a., = 2Puhi<^xk ^ '•' *-^' *' • • -> 

angenommen werden können. 

Wahrend im art. I einfach davon ausgegangen worden ist, dass die 
reellen Elemente a^^ jedes symmetrischen Systems sich in der angegebenen 
Form darstellen lassen, muss für den Fall complexer Elemente a^^^, wo dies 
nicht mehr allgemein stattfindet, der Nachweis einer solchen Darstellbarkeit 
zugleich auf die Eigenschaft der Orthogonalität des Systems {a^^) gegründet 
werden. Wegen dieser Eigenschaft müssen die Grössen a^^ die Relationen 
erfüllen : 

(16) ^a,j a,j^ = <y^, (A, i. *=i, 2. ...».) , 

und es besteht hiemach die Gleichung: 

(17) ^(^9,j^ — ^^Hk) i^^ik + ^^ik) = (^' — ^*) \i ^*' '» *-'• *• - "^ 
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in welcher w, v unbestimmte Variable bedeuten. Die beiden Systeme: 

sowie die beiden quadratischen Formen: 

k ük tt' — v* * • ur — v^ ,\k 

(.•,*=!, 2,... n) 

sind also zu einander reciprok. Die erstere dieser beiden Formen repräsentirt 
eine „Schaar" quadratischer Formen, und jede Schaar, welche, wenn q> und i; 
quadratische Formen mit den Variabein x^^ o?,, ... x^ bedeuten, durch den 
Ausdruck: 

gegeben ist, lässt sich als ein Aggregat „elementarer Schaaren": 

darstellen. Dabei bedeuten u^^ v^ lineare homogene Functionen von w, v, 
^iiid g>^y ifg quadratische Formen von x^y x^y ... o?^, und diese lassen sich 
durch lineare Functionen der Variabein x^^ a?,, ... x^^ welche mit: 

Vgi Vgl* y^if tfgZ» ''' 

bezeichnet werden mögen, in einer der folgenden Weisen ausdrücken: 

"Pg^-^Vgiygtf ^i. " ^^ 

(18) q>^ = ^VgiVg, + ylsf % - 2^,2^,3 

"Pg = "^yglVg^ + 2y^8 V' % = ^yg^Vg^ + »^ 

"Pg = ^ygiygt + 2y,sV + J^'s ' *, = 2^,2 ^yS + ^y^.y^^ , 

wenn die Determinante der Schaar U(p + v^ nicht gleich Null ist.*) 

*) Vgl. meine Mittheilung im Monatsbericht vom Januar 1874.^) 

^) Ueber Schaaren Ton quadratiachen und bilinearen Formen, Band I S. 849—372 dieser Aas- 
gabe von L, Kranecker'B Werken. H. 



Digitized by 



Google 



ÜBER ORTHOGONALE SYSTEME. 385 

Die den ersten drei Fallen entsprechenden elementaren Schaaren 
u^% + v^tlfyy nebst ihren reciproken, sind: 

8 1 T/S 

(19) 2«,y,.y„ + r^yj, , ^, (v, F/, - 2«^ T,, F,,), 



aber in dem ersten Falle, wo sich w^g>^ + t?^^^ auf w^j/J reducirt, ist dies 
keine eigentliche Schaar. Nun gilt der bemerkenswerthe, vielfach mit Vor- 
theil zu benutzende Satz: 

die reciproke eines Aggregats von quadratischen Formen, welche 
(20) keine Variabein mit einander gemein haben, ist gleich dem Aggregat 

der reciproken der einzelnen Formen.*) 

Die reciproke von «^9> + 1;^ ist daher gleich der Summe der reciproken der- 
jenigen Formen: 

als deren Aggregat ufp + 1;^ dargestellt ist, und da die reciproke jeder von 
diesen Formen, mit alleiniger Ausnahme der ersten, im Nenner die zweite 
oder eine höhere Potenz einer linearen Function von u und v enthält, so 
ergiebt sich das Resultat: 

eine Schaar w^ + t;^ kann dann, und nur dann, in eine Summe: 



*) Der Satz gilt ebenso für bilineare Formen. Ich habe ihn in meinen alge- 
braischen UniversitätsTorlesungen sehr häufig angewendet Seine Richtigkeit ergiebt sich 
unmittelbar aus der Bildungsweise reciproker Formen. 

L. Kronecker*! Werke lU. 49 
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transformirt werden, in welcher Wj, u^y ... u^ lineare homogene 
(21) Functionen von u^ v und y^ , y^ , • . . y^ lineare homogene Func- 

tionen von a?j, x^, ... x^ sind, wenn die reciproke der quadra- 
tischen Form: 

so dargestellt werden kann, dass der Nenner, welcher eine homogene 
Function von w, v ist, keine gleichen Factoren enthalt. 

Eben dieselbe Bedingung ist oflfenbar nothwendig und hinreichend filr die 
Möglichkeit der simultanen Transformation der beiden quadratischen Formen: 

(p{x,, x^, ... xj, if(x^, X,, ... xj 

in Summen von Quadraten, da eine solche Transformation vollkonmien identisch 
mit jener Transformation der Schaar u^ + vt in eine Summe: 

^iVl+^^yl + '-' + wl 

ist, in welcher u^y u^y ... u^ lineare homogene Functionen von w, v und 
^1» y%f • • • Vn lu^eare homogene Functionen von x^y x^y ... x^ bedeuten. 

Nimmt man: 

und wendet das angegebene Resultat (21) auf diese besondere Schaar ug) + vtp 
an, deren reciproke durch den obigen Ausdruck: 

so dargestellt ist, dass der Nenner u^ — v^ keine gleichen Factoren enthalt, 
so erschliesst man hieraus unmittelbar die Transformirbarkeit der Form: 
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in eine Summe: 

in welcher p^ , q^ complexe Grössen und y^ , y, , ... y^ lineare homogene 
Functionen von x^^ x^, ... x^ mit complexen Coefficienten bedeuten. Setzt 
man demgemäss: 

i 

80 erhalt man die Transformationsgleichungen: 

aus denen erstens hervorgeht, dass die Coefficienten c^^ ein orthogonales 
System mit complexen Elementen bilden, und zweitens dass, wie nachgewiesen 
werden sollte, die complexen Grössen a^^, weil sie als die Elemente eines 
zugleich orthogonalen und symmetrischen Systems vorausgesetzt worden sind, 
sich in derselben (im art. I mit (1) bezeichneten) Form darstellen lassen, wie 
jedes symmetrische System mit reeUen Elementen. 



IV. 

In den vorstehenden Entwickelungen ist nachgewiesen worden, dass 
die Elemente jedes orthogonalen symmetrischen Systems (a.J sich durch 
Gleichungen: 

(6) a.^-^^c c -^c^.c^, «,*=i, .,...«) 

und zwar so darstellen lassen, dass die Grössen c die Elemente eines ortho- 
gonalen Systems sind, aber die zu einer solchen Darstellung erforderlichen 
Grössen c sind nicht rational durch die Grössen a^^ bestimmt. Wird also 
das Problem der Aufstellung aller orthogonalen symmetrischen Systeme dahin 
praecisirt, 

49* 
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dass alle derartigen, einem gegebenen BoHonalitätsbereich (Sd, 91', 9fl", . . .) 
ungehörigen Systeme (a^J aufgestellt werden sollen, 

so bedarf die oben angegebene Lösung noch einer wesentlichen Modification. 

Um diese darzulegen, knüpfe ich an das im vorigen Abschnitt ent- 
wickelte Kesultat an, dass für die Elemente eines orthogonalen symmetrischen 
Systems (a.J stets eine Transformationsgleichung besteht: 

u^^l + V ^a.j^x.Xj^ = ^(tt?* + vp^)yl (*, ', *=i, «, ... n) , 

in welcher y^, y^, ... y^ lineare homogene Functionen von x^^ x^, ... x^ 
sind. Benutzt man nun zur wirklichen Herleitung dieser Transformations- 
gleichung, und also zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten sowie der 
Coefficienten p^, q^, das Reductionsverfahren, welches ich für Schaaren qua- 
dratischer Formen in meiner im Monatsbericht vom Januar 1874 abgedruckten 
MittheilungO auseinandergesetzt habe, so ergeben sich diese Coefficienten 
sämmtlich als Grössen desjenigen Rationalitätsbereichs, welchem die Coeffi- 
cienten der Schaar, also hier die Grössen a^^^, und die verschiedenen Werthe 
des Verhältnisses u:v angehören, für welche die Determinante der Schaar 
verschwindet. Diese Werthe sind aber im vorliegenden Falle nur +1, da 
aus der oben im art. III mit (17) bezeichneten Gleichung unmittelbar erhellt^ 
dass die Determinante der Schaar: 

n2x\ + v^a.^x.Xj^ u, t=»i, a, ... n) 

k I, k 

keine anderen Linearfactoren als u + v und u — v enthält. Sollen also die 
Coefficienten a^^ dem Rationalitätsbereich (9fl, W, Sd", . . .) angehören, so 
müssen, wenn die obige Transformationsgleichung durch die Substitution: 

y^ — ^ b^^x. (*, «=1, «, ... n) 

befriedigt wird, die Coefficienten: 

') Band I S. 349—872 dieser Ausgabe. H. 
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ßämmtlich Grössen des gegebenen Rationalitatsbereichs (9fl, 9fl', ?R", . . .) sein. 

Aus derselben Transformationsgleichung folgen ftlr die Coefticienten 
b, p, q die Relationen: 

(22) 2p,h,b,, = a,,, 

(23) :^q,\A. = ^>u 

und aus den letzteren ergeben sich femer die Belationen: 

(24) 9t^hAh='^n (A,<.*=i, ».....). 

h 

Denn vermöge jener Relationen (23) ist: 

(25) 2 hf, 8, h, («* -2'^* \h — *«) =-0 </• '• *■ '• *='.».••"), 
und der Werth der Determinante: 



(/,*=-i, «,...«) 



gleich Eins. Die Gleichungen (25) können demnach nur dann bestehen, wenn 
die Grössen h, q den Relationen (24) genügen.*) 

Wegen der vorausgesetzten Orthogonalität des Systems (a^J müssen 
die Bedingungsgleichungen : 



*) Die YoUstandige Aequivalenz der Belationen (23) und (24) erhellt unmittelbar 
aus den Gleichungen (39) im art. Y, wenn man darin: 



^Hi = '^Vin^hi (*,.=i,2,...«) 



setzt. 
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erfüllt sein. Setzt man hierin die aus den Relationen (22) hervorgehenden 
Werthe der Elemente a^^, a^^ ein, so kommt: 



2v P».i K 2h .b^.'^d 

g^k i 



(y, A, <, r, #«Bsl, 8, ... «), 



und da gemäss den Relationen (24) die auf i bezügliche Summe den Werth 
-^ hat, so resultirt die Gleichung: 

aus deren Verbindung mit den Belationen (23) folgt, dass: 



(A, <,*=xl, «,...«) 



und also: 

(26) pl-ql (A=i.2.....) 

sein muss. 

Eben dieselbe Folgerung ergiebt sich in übersichtlicher Weise, wenn 
man von den (symbolischen) Compositionsgleichxmgen Gebrauch macht: 

(27) (6)(l>)(6) = («), (6)(3)(6) = (1), 

durch welche die Relationen (22) und (23) dargestellt werden können. Dabei 
bedeutet 

(1) das Einheitssystem (rf^J, 

(6) das System (6^^), 

(&) das transponirte System derselben Grössen 6^^, 
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(jai) das System, welches in der Diagonale die Grössen i?i,i>,, ...i>^, 

im Uebrigen aber nur Nullen enthalt, 
(q) das ebenso aus den Grössen g^, g,, ... q^ gebildete System. 

Bezeichnet man femer mit (6') das reciproke System von (6) und mit (6') 
das reciproke von (6), so kann die zweite der Compositionsgleichungen (27) 
durch die folgende ersetzt werden: 

(»') (7) (PI - (1). 
also die erste durch: 

(i')(|)(6')(6)(l>)(6)-(a); 

und diese Compositionsgleichung reducirt sich mit Hülfe der Relationen: 

(6') (&)-=(!). (|)(l')-(f) 
auf folgende: 

(28) {b')(f)(b)^ia). 

Da endlich das System (a), als orthogonales symmetrisches System, das reci- 
proke seiner selbst, d. h. da (a) (a) = (1) und folglich: 

(6) (a) (a) (b') = (6) (b') - (1) 

ist, so erhalt man, wenn man hier die Systeme (a) durch den Ausdruck auf 
der linken Seite der Gleichung (28) ersetzt, die Relation: 

(6) (6')(f)(&)(&')(f) (6) (&') = (!) 
und daher, mit Benutzung der Gleichungen: 
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(»)(»■)-(!), (f)(f)-(^) 
das Endresultat: 

(f)-('). 

d. h. wie oben: 

(26) pI^qI (*-i.2,...i.). 

Es sei demgemäss: 

SO dass die Gleichungen (22) in folgende übergehen: 

(29) «,t=-??,V^*--2'?»^,&„ <'.*■=». -), 

oder, bei Anwendung der Gleichungen (23): 

(30) a,, «„ + 2 ^g, &,, 6^, («. t-i. ».....) . 

Die dem Rationalitatsbereich (fR, fR', 9fl", . . .) angehörigen Elemente a^^ eines 
orthogonalen symmetrischen Systems lassen sich also stets auf die hier 
angegebene Weise durch Grössen: 

q^f \^ (A. <=-i. «,...11) 

ausdrücken, welche selbst dem Rationalitätsbereich (9fl, 9fl', 91", . . .) angehören 
und dabei den obigen Relationen (24) genügen. Es ist aber auch anderer- 
seits zu zeigen, dass, wie immer Grössen q , b^. gemäss den Bedingungs- 
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gleichungen (24) aus dem Bationalitatsbereich (91 , 91', W, . . .) entnommen 
werden mögen, die daraus mittels der Gleichungen (29) oder (30) bestimmten 
Grössen a^^ stets ein orthogonales symmetrisches System bilden. 

Zu dem angegebenen Zweck ist nur nachzuweisen, dass die mittels der 
Gleichungen (30) bestimmten Grössen a^^^, welche offenbar die Symmetrie- 
bedingungen: 

<*ijt = ajti (••, t=l,S, .. ») 

erfüllen, auch den Orthogonalitätsbedingungen genügen: 

2<^ir^U ""*r, (i.r, ,= 1.2,...«); 

es ist also die Richtigkeit der folgenden Gleichung darzuthun: 
Entwickelt man nun den Ausdruck auf der linken Seite, so kommt: 



g,h " " i^i 



und der Werth dieses Ausdrucks reducirt sich mit Hülfe der Gleichung (24) 
in der That auf rf^,. Dabei werden von den Gleichungen (24) nur die folgen- 
den verwendet: 



(31) 9H^^\Ai = ^^ (.,A = l,S,...m), 



in welchen der vordere Index der Grössen b nicht grösser als m ist. Das 
hiermit erlangte Kesultat kann daher folgendermaassen formulirt werden: 

Man erhält alle orthogonalen symmetrischen Systeme, deren Ele- 
mente a,.j einem gegebenen Bationalitätsbereich (fft, 91', 91", . . .) 

L. Kroneoker'i Werke HI. 60 
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angehören, wenn man diesem Bereich irgend welche, den y m (w — 1) 
Bedingungen: 



(32) ^igi^ki"^^ (<^.A»l, t,...miy<A) 



genügende mn Grössen b^^ entnimmt xmd daraas die n^ Elemente a^^ 
mittels der Gleichungen: 



^^ \i\h 



(33) «.* - - *a + ^^,hl + 6j, + . . . + 5J, <••. -»'^ - '> 

bestimmt. 

Hierbei können die sämmtlichen mn — ^m{m — \) Grössen 6^,, bei welchen 
g^i ist, beliebig angenommen und die y m (m — 1) Gleichungen (32) zur 
Bestimmung der übrigen —mim-^l) Grössen 6^^ verwendet werden, in Be- 
ziehung auf welche sie linear sind. 

Von den beliebig*) anzunehmenden wn— ^^(m — 1) Grössen 6^^ 

können, unbeschadet der Allgemeinheit der resultirenden Systeme (a.J, noch 

^m{m + l) Grössen specialisirt werden, so dass alsdann nur m(w — m), d.h. 

genau so viele beliebig bleiben, als die in(w — m)feche Mannigfitltigkeit der 
orthogonalen symmetrischen Systeme (a^ J erfordert. Man erhalt nämlich auch 
dann noch alle orthogonalen symmetrischen Systeme des Rationalitätsbereichs 

(91, 91'^ 91", ...), wenn man die '^m{m — l) Grössen 6^,, bei welchen 

g<i^fn ist, gleich Null, die m Grössen 6^^, &„, ... 6^^ aber gleich Eins 
setzt, und nur die m(n — in) Grössen 6^^, bei welchen g^m ist, beliebig lässt. 

*) Die Wahl der Grössen b^^ ist natürlich insoweit beschränkt, dass der Rang 
des Systems der mn Grössen b^^ gleich m, d. h. dass mindestens eine der daraus zu 
bildenden Determinanten m^ Ordnung von Null verschieden sein moss (vergl. § 5 
meines Aufsatzes „Naherungs weise ganzzahlige Auflösung linearer Gleichungen^)^ im 
Sitzungsbericht vom December 1884). 

Band III S. 67-69 dieser Ausgabe H. 
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Um dies zu zeigen, bemerke ich zuvörderst, dass eine Veränderung 
der Verticalreihen oder der zweiten Indices der Grössen b keine eigentliche 
Veränderung des Systems (a^J, sondern nur eine solche der Bähenfolge der 
Elemente a^^ hervorbringt. Man kann daher die Verticalreihen der Grössen b 
so geordnet annehmen, dass die aus den ersten m^ Elementen gebildete 
Determinante: 

\bg^\ (^. * = !,«,. ..W) 

einen von Null verschiedenen Werth hat. Ich bemerke ferner, dass das 
aus den Gleichungen (33) resultirende System (a^J ungeandert bleibt, wenn 
man für zwei beliebig gewählte Indices g\ g" die Grössen: 

durch: 

b ,,-{' tq „h .,,. b ,.. — tq ,b ,.. 

g i • ^ff g'i' g' t ^g' y'i ' 

und zugleich die Grössen: 
durch: 



i + V V'** ' i + VV** 

ersetzt. Denn bei einer solchen Substitution wird nur in der Transforma- 
tionsgleichung: 

if k g ^ i ' 

in welcher die Gleichungen (33) zusammengefasst erscheinen, auf der rechljen 
Seite das Aggregat von zwei Quadraten: 

durch ein Aggregat von zwei anderen Quadraten ersetzt. 

60* 
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Man kann nun die Grösse t so wählen, dass 6^,^ + tq^,. b^„^ für einen 
Werth des Index i gleich Null wird, und also, nach der schon auf S. 127 
des Monatsberichts vom Februar 1873 entwickelten Methode*)^ erst die 
fw — 1 Grössen 6^^, bei welchen g<m und i — m ist, alsdann die w — 2 
Grössen 6^^, bei welchen g<m — 1 und i^m — 1 ist, u. s. f. zum Ver- 
schwinden bringen. Wenn hiemach die sämmtlichen Grössen 6^^, bei welchen 
g<i^in ist, auf Null reducirt sind, müssen die Grössen 6^^, 6„, ... 6^^ 
sämmtlich von Null verschieden sein; denn deren Product ist gleich der 
Determinante der ersten m* Elemente b^^ und also auch gleich der von Null 
verschieden vorausgesetzten Determinante der ersten w* Elemente desjenigen 
Systems (fe^J, von welchem ausgegangen worden ist. Da nun der Werth des 
Ausdrucks auf der linken Seite der Gleichung (32) sowie der Werth des 
Ausdrucks auf der rechten Seite der Gleichung (33) ungeftndert bleibt, wenn 
die sämmtlichen Grössen einer Horizontalreihe: 

durch b^^ dividirt werden, so kann man in der That, wie gezeigt werden 
sollte, die m (n — m) Grössen b^. , bei welchen g>m ist, ganz beliebig, femer 
aber: 

6^^ — (Sf^i^m), hg'^^ G^=l, «, ...m) 

annehmen und die übrigen ~m{m — 1) Grössen 6^., bei welchen g>i ist, 

mittels der Gleichungen (32) bestimmen. Die in den Gleichungen (33) ent- 
haltene Darstellung orthogonaler symmetrischer Systeme (a^J ist alsdann so 
beschaffen, dass die Grössen b durch die Grössen a eindeutig bestimmt sind, 
dass also jedes System (a^.J nur einmal dargestellt wird. 



*) „üeber die Terschiedenen iS^^rm'schen Reihen und ihre gegenseitigen Be- 
ziehungen'^ ^). Die Methode ist a. a. 0. benutzt, um zu zeigen, dass sich jede Transforma- 
tion eines Aggregats von Quadraten in ein anderes aus gewissen „elementaren Trans- 
fonnationen^' zusammensetzen lässt. Sie ist, da fQr reelle Grossen b die Grössen q 
sämmtlich positiv sind, auch auf alle ^ßeciellm Systeme reeller Grössen h anwendbar^ 
während bei specicöen complexen Grössen 6, wo der Nenner der för die Grössen q zu 
substituirenden Ausdrücke gleich Null werden kann, wie oben im art. II, andere elementare 
Transformationen erforderlich sind. 

>) Band I S. 803-348 dieser Ausgabe; s. S. 317. H. 
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V. 

Herr Cayley hat bekanntlich in seinem Aufsätze im 32. Bande des 
CSreZte'schen Journals*) zuerst jene berühmten Formeln entwickelt, in welchen 

die Elemente orthogonaler Systeme n*^ Ordnung durch y w (w — 1) unabhängige 

Variable, rational ausgedrückt werden. Es erscheint demnach von besonderem 
Interesse, zu untersuchen, wie aus dieser allgemeinen Darstellung eine solche 
von symmetrischen orthogonalen Systemen hervorgeht. Zu diesem Zwecke 
muss von Neuem auf die Herleitung der Cayley'Qchen Formeln eingegangen 
werden, da a. a. 0. zwar gezeigt ist, dass bei der angegebenen Darstellung 

der Elemente eines orthogonalen Systems die Yw(n — 1) Bedingungsgleichungen 

der Orthogonalitat erfüllt sind, nicht aber, dass eine solche Darstellung für 
alle orthogonalen Systeme möglich ist. 

Bei dieser erneuten Behandlung der allgemeinen orthogonalen Systeme 
werde ich, da die Auseinandersetzung dadurch wesentlich an Durchsichtigkeit 
gewinnt, von den Methoden Gebrauch machen, welche sich in meinem Auf- 
satze**) „Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare alge- 
braische Fragen", sowie in neueren Arbeiten***) des Herrn Netto bei der 
Behandlung mehrerer algebraischer Probleme als nützlich erwiesen haben. 

Bei einer solchen Behandlungsweise hat man anstatt der Eigenschaften 
von Grössen c^^, welche, wie oben im art. I, durch die für ein orthogonales 
System (c^J charakteristischen Relationen: 



(4) ^:2c^,C,, = d^, („Ä-1.2,...n) 



*) S. 119-123. 

**) Journal für Mathematik, Bd. 99, S. 329—3710. 

***) „Anwendung der Modulsysteme auf eine elementare algebraische Frage" im 
Journal für Mathematik, Bd. 104, S. 321—340. „üeber den grössten gemeinsamen Theiler 
zweier ganzer Functionen'' in der Festschrift der mathematischen Gesellschaft in Hamburg 
(1890). „Ueber den gemeinsamen Theiler zweier ganzer Functionen einer Veränderlichen" 
im Journal für Mathematik, Bd. 106, S. 81—88. 

1) Band m 8. 146—208 dieser Ausgabe. H. 
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mit einander verbunden sind^ die Eigenschaften zu untersuchen^ welche einem 
Systeme von w* unbestimmten Variabehi: 

im Sinne der Congruenz für das aus den ^^(n + l) Elementen: 

gebildete Modulsystem zukommen. 

Demgemäss seien u und w.j^ (för i, ft — 1, 2, ..» n) unbestimmte 
Variable, {w[^ sei das zu {w^^ reciproke System, und die n* Variable u^j^ seien 
durch die Gleichungen: 

definirt. Ferner sei (7 die Determinante des Systems (w^J, und (w.'J sei das 
zu {u^^ reciproke System. Endlich sei zur Abkürzung für alle Werthe der 
Indices i, A = 1, 2, . . . n: 

(34) 9« -=;2 w.A Wjj - (J.j u* -=^ «,j u„ — « (tt,j + uj , 



(35) 9,, ^^^Hi ^Hk — *.t "* — -^, «»<«**-« («.* + «*.) . 

(36) ^,, = *,,-«(«;, + «;,). 

Alsdann bestehen die bemerkenswerthen Belationen: 

(38) 9,, = -^ «,, «*» tk ' *.» ^ -? «;, «;* 9a . 

(39) 9>,4 = j^ «'**«'.■, 9.» , 9,* •= J" Wi» «>;, 9a . 
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in welchen die Snmmationen auf die Werthe i, Ä — 1, 2, . . . n zu erstrecken 
sind und den Indices g^ h alle Werthe von 1 bis n beigelegt werden können. 
Von der Richtigkeit dieser Relationen überzeugt man sich unmittelbar^ wenn 
man darin für 9^^^ 9^^, *^^, g).^, ^.j^, ^^^ die aus den Gleichungen (34), (35) 
und (36) zu entnehmenden Ausdrücke substituirt und die Gleichungen: 



(40) ^t^^ya^^yu^ik-^^Hk (*.*-!. «,...»), 

isal isml 

(41) ^,^,i^a ^^Si^ik -*** (*,*-i.f,...i.) 



benutzt, durch welche die Systeme (tr^J, {w'^j) und (w^J^ (w^'J als zu ein- 
ander reciprok definirt werden. 

Man kann den Inhalt der Relationen (37), (38), (39) auch in über- 
sichtlicher Weise so ausdrücken, dass die Transformationen quadratischer 
und bilinearer Formen, welche in folgenden drei Gleichungen dargestellt sind: 

(37') ^^u^i^^-^JaViVk 

(38') 29n'^iK''2M>ay,yi «,*-i.s,...«), 

iy k iy k 

(39 ') 2 Vik «. ^i = -2" 9iu (Vi — «»«) (y* — «*t) 

i% k •» * 

durch die Substitutionen: 

bewirkt werden. 

Zwischen den Variabein x und x bestehen in Folge der angegebenen 
Substitutionen die directen Beziehungen: 

X, - ^«,»u;,Ä„ x^ = ^,^ki<i^k <*^ '» *-*• »» ••• -^ > 

tt k ky t 
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und mit deren Hülfe erhalt man aus der Gleichung: 

i^ k t, i 

welche durch Verbindung der beiden Gleichungen (37') und (38') entsteht, die 
Belationen: 

^H^^^r.^.nKiKk'Pa^ 
(42) 

»I *, »•, » 

in welchen die Summationen auf: 

i, i, r, s — 1 , 2 , . . . n 

zu erstrecken und den Indices g^ h alle Werthe von 1 bis n beizulegen sind. 

Die obigen Identitäten (37) bis (42) enthalten die Eigenschaften ortho- 
gonaler Systeme in entwickelter Form, und die beiden mit (37) bezeichneten 
Identitäten allein genügen zur Yereinfiichung und Vervollständigung der 
Cayley'Qcbieji Deduction. Denn durch die Gleichungen: 



Abb» h^n 



(43) <p., ~2t^,,u;,, - S.,u' -^ u.^u,, ~ u(u., + u,.) - 



wird das System der n* Grössen: 



-^ oder -^ — *,i (f. t-i, t, . . . «) 



als ein orthogonales charakterisirt, und da, unter der Yoraussetzimg, dass 
ein zu (w.J reciprokes System (wjj existirt, d. h. also unter der Voraus- 
setzung, dass die Determinante U von Null verschieden ist, das System der 
Gleichungen: 
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(44) ta — **.• - *a - «* W* + Ki) "= <•» *=^» ^ • • "> 

aw/* Grund jener beiden Formeln (37) dem Gleichungssysteme (43) vollstÄndig 
aequivalent ist^ so sind auch die Gleichungen (44) charakteristisch für die 
Orthogonalitat des Systems der Grössen: 

-^ oder -^ — ä., (/.*=.i.a, ...«). 

Diese Gleichungen (44) sind aber dann und nur dann erftlllt, wenn nach 
Annahme von Yn(n — 1) beliebigen Grössen: 

den Variabein u folgende Werthe beigelegt werden: 

Bildet man also aus dem zu diesem Systeme (w^'J reciproken Systeme (w,.^) 
das System der n* Grössen: 



^-in (i.*=.i,2.. .«), 



so erhalt' man das allgemeinste orthogonale System von der Beschaffenheit, 
dass die Determinante von (u^j) nicht gleich Null ist. 

Aus den Gleichungen (37) folgt ebenso unmittelbar: 

dass man alle einem Rationalitätsbereich (91', 91", 91", . . .) an- 
gehörigen orthogonalen Systeme (c^J, fQr welche die Determinante: 

|C.^+ d,^[ (.•.*=»!, 2,... n) 

von Null verschieden ist, und nur solche Systeme erhalt, wenn 
man aus demselben Bationalitatsbereich Systeme (t^^) entnimmt, fdr 
welche: 

L. Kroneckar't Werke IIL 51 



Digitized by 



Google 



402 teER ORTHOGONALE SYSTEME. 

t^^ — Y, <.j — — tj^^ (.<*; ». *-i. «, .. n) 

ist, dazu das reciproke System (^^'J bildet und alsdann die Elemente 
des orthogonalen Systems (c^J gemäss den Gleichungen: 

bestimmt. 
Von den orthogonalen Systemen (c^J, für welche die Determinante: 

von Null verschieden ist, kann keines — ausser dem Einheitssystem (rf^J — 
symmetrisch sein. Denn für ein symmetrisches System (c,.J ist auch das 
System (c^^ + rf^ J und also auch dessen reciprokes (f^J symmetrisch; es ist 
also dann: 



folglich: 



und daher in der That: 



^.^ — 2J^^ ('»*=i, «,...«) 



c,j = d.^ (i\*=i, t,.. »). 



Die in dem lApschüz'schen und auch in diesem Aufsatze behandelten ortho- 
gonalen symmetrischen Systeme gehören also zu denen, welche sich der von 
Herrn Cayky angegebenen Darstellung entziehen. Aber es ist gerade deshalb 
von besonderem Interesse, zu untersuchen, in welcher Weise man sich bei 
der Cayley'8chen Darstellung orthogonaler Systeme denjenigen, welche zugleich 
symmetrisch sind, nähern kann. 
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VL 

Die Behandlung von Systemen (r.J, welche so beschaflfen sind, dass 
T^j — — T^^ ist, kann dadurch ersetzt werden, dass man ein System von 
unbestimmten Yariabeln t;,^ im Sinne der Gongruenz für das Modulsystem 

mit den Yn(n + 1) Elementen: 

behandelt 

Da die Determinante des Systems (t;^ J , welche nut V bezeichnet wer- 
den möge, ungeandert bleibt, wenn man in jeder der Yariabeln t;,^ die beiden 
Indices mit einander vertauscht, so erhalt sie den Factor ( — 1)% wenn man 
— Vj^f für v.j^ setzt. Für das Modulsystem (M^) ist daher F^(— 1)"F, also: 

(45) F = 0, 

wenn n ungerade ist. Es sei nun (F^J das zu (v^j) adjungirte System, so 
dass die Gleichungen bestehen: 






,^t^,,F,, = ^^t;.,F,, = d,,F (*,t-i,t....n). 



Die mit F^, bezeichnete Function der Variabein v entsteht aus F,j, indem 
man in jeder der Variabein t;,^ die beiden Indices mit einander vertauscht, 
d. h. also indem man t;^^ durch t;^, ersetzt. Substituirt man aber — v^. 
für v^J^J so geht V^^ in (— 1)*"^ F^* über. Es besteht daher für das Modul- 
system (M,) die Gongruenz: 

F^, = (— 1)""^F^^ . (/,*=.!, 2....«) 

oder: 

(45') ^^(_1)-^ ........... 

61* 
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und folglich für gerade Zahlen n: 

(46) f;.^„.|Z. = o (.=1. ......). 

Wird in der Gleichung (45') die Determinante n^ Ordnung V durch 
die Determinante (n— 1)*" Ordnimg ^^ ersetzt, so resultirt die Congruenz: 

Nimmt man nun n als gerade an, so erschliesst man mit Benutzung 
der Congruenzen (46) und (47) aus der Determinantenrelation: 

a'F a*F d^v d^v ^ dv __^v__ 

^^hk^^ii ^^kk^^kk ^^kk^^ik ^^kk^^ki ^^kk ^^kh^^ii^^kk 

(A, /,»-il, J,...«; k>i,k^k) 

die Congruenz: 

Setzt man femer voraus, dass die Determinanten (n — 2)*^ Ordnung: 

(49) -^^ (*,. = l,f... .;*^0 

Quadraten congruent sind, und bezeichnet man diese mit $^^, so nimmt die 
Congruenz (48) die Gestalt an: 

m« m« ^ ( a'F Y /A, ^ *=l, 2. . . . •X 

^A<^** — V^^t^^^^t;,.^; V A$<,A^* j' 

imd da (M,) ein Primmodulsystem ist, so muss bei geeigneter Bestimmung 
der Vorzeichen von SB^., SB^^ die Congruenz stattfinden: 
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Macht man hiervon, sowie von den Congruenzen: 

^AA — <>> ^il. = — ^M (*,.=1.2,...-;A^.-) 

in der Darstellung der Determinante F: 

F— ^^ tt y ^^ tJ « /A,^A=1.2,...»\ 

Gebrauch, so erhalt man die Congruenz: 

welche, wenn zur Abkürzung: 

gesetzt wird, in folgende übergeht: 

(50) F=SS*(modd.t;^,, *^,» + ^a<) (/,a=i, i, ...«). 

Auf diese Weise folgt aus der Voraussetzung, dass die Determinanten (w — 2)**' 
Ordnung (49) Quadraten congruent sind, eben dieselbe Eigenschaft fdr die 
Determinante n**' Ordnung F, und da diese Eigenschaft den Determinanten 
zweiter Ordnung ofltenbar zukommt, so ist sie für Determinanten jeder geraden 
Ordnung erwiesen. 

Die Congruenz (50) drückt aus, dass eine Gleichxmg besteht: 
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in welcher O.., 9.^ ganze Grössen des aus den n* Elementen: 

Vfj^ «,*-!, 2,... ») 

gebildeten Bationalitätsbereichs bedeuten. Differentiirt man diese Gleichung 
nach einem Element v^^^, bei welchem g<h ist, so kommt: 

und die Differentiation nach Vj^^ ergiebt das Resultat: 

Aus der Vergleichung der beiden Differentiationsresultate folgt also die 
Congruenz: 

da aber andererseits vermöge der Congnienz (45'), und weil n eine gerade 
Zahl ist: 

-^ = - -^ (modd. t;., , V., + vj (i. *-i. 2. . . . n) 

sein muss, so resultirt die Congruenz: 

(51) It" — ^ (^^^^ ®' ^ii^ ^ik + ^J ^•' *=*' *' "^ 

in welcher n eine gerade Zahl und SJ eine durch die Congruenz (50) definirte 
Grösse des Bereichs der Elemente v^^ bedeutet. Die Bedingung ^ ^ ä, welche 
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in Folge der Herleitung hinzugefügt werden müsste, kann mit Rücksicht auf 
die schon oben abgeleitete Congruenz (46) weggelassen werden. 



gemäss der Congruenz (51), wenn darin V durch j^ und SJ durch S8,, ersetzt 



Es sei nunmehr n ungerade. Alsdann muss gemäss der Congruenz (50), 
da n — 1 grade ist, die Hauptsubdeterminante (n — 1)*" Ordnung -|-^ für das 
Modulsystem (MJ einem Quadrate SJ* congruent sein. Es muss femer, 
gemäss der Congruenz (51), wenn 
wird, die Congruenz stattfinden: 

j£^ ^ (modd. SB„, r,, r, + t,,) (" -;. ^- •) . 

Wird hiervon in der Identität: 

'^ d^r dv 

Gebrauch gemacht, so resultirt die Congruenz: 

(52) Ä~ = ^ (^^^- ®AA ' ^ii> ^i* + ^Jti) ^'' *=^» *— "> , 

in welcher n eine ungerade Zahl und sowohl g als auch h irgend eine 
beliebige der Zahlen 1, 2, ... n bedeutet. 

Bezeichnet man jetzt (für eine beliebige^ gerade oder ungerade Zaiü n) 
die durch Differentiation von V nach m Grössen v^^ entstehenden Subdeter- 
minanten (n — m)**' Ordnung in irgend einer Reihenfolge mit: 

ferner mit v eine unbestimmte Variable und mit V{v) die Determinante: 
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80 wird: 

(M\ I 1=0, I, 2, ...II 1. 

^^ dVjv) ^ , ^dV<l^ Va=i,2 »/ 

Nun bestehen, gemäss den Congruenzen (45) und (50) die Relationen: 

Ff = oder FJ*^ = (ßl^^)' (modd. v,, , v,, + v,,) (/.*=!,«,...«), 



je nachdem n — l ungerade oder gerade ist, und es bedeuten dabei S3f ganze 
Grössen des Bereichs der Elemente t;.^. Es ist femer gemäss der Congruenz 
(51) für gerade Zahlen n — I : 



arw 



= (modd. «f, .,,, V,, + V,,) f ' *• ' :»U::: :,) 



und gemäss der Congruenz (52) für ungerade Zahlen n — Z : 



^^0 (modd. »!->. *„,«,, + t^J (. '^lz:J- 

Setzt man also fttr ungerade Werthe von n — l: 

8^'^-0, 
so können die vorstehenden Congruenzen in folgende vereinigt werden: 

Fi" ^ (««)* (modd. .,,, ., + vj ,,.=,,... , 

I^^O (modd.«« «r«, V,, «, + .,,) 

Für das aus den Elementen des Modulsystems (M,) und aus allen denjenigen 
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Grössen Sß^'* gebildete Modalsystem, bei welchen l < m ist, finden daher, wenn 
n — m eine gerade Zahl ist, die Congruenzen statt: 



(55) 



r{v)=2f>'2(ß''f 









Da die Grössen SJ^*^, ftlr welche n — l ungerade ist, gleich Null sind, so 
besteht das angegebene Modulsystem, welches mit {M^^^) bezeichnet werden 
möge, in Wahrheit nur aus den Elementen: 

^(m-t) jg(m-4) jg(m-6) 

und aus den ^nin + \) Elementen: 



^iO ^ik + ^l 



ki 



(/.*=1,1,. ..«;<<*). 



Das in den Congruenzen (55) enthaltene Resultat kann hiemach, wenn 
n — w — 2ni gesetzt wird, in folgender Weise formulhii werden: 

Im Sinne der Congruenz ftlr das Modulsystem (JfJ**"*"^) beginnt die 
Ent Wickelung der Determinante: 



\^ik + ^^ik\ 



(<,*-M,...ii) 



nach steigenden Potenzen von v mit t;**"*", und die Entwickelung 
jeder ihrer ersten Subdeterminanten mit t;**"*""* oder einer höheren 
Potenz von v. 

Nun ist die bilineare Form: 



li. Kronooker*! Wtrk« m. 






(f, »-l.!,...«) 
52 
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die reciproke der bilinearen Form: 



V^«^a^<y*+^^*y* oder JS{^ + 8,,)x,y, (^,*-i,t,. 



•); 



das vorstehende Besultat kann demnach auch, wenn man die Beciproke einer 
Form f zur Abkürzung mit Rec. (f) bezeichnet, durch die Congruenz dar- 
gestellt werden: 

i|» ' » K if K l tt im 

(/, Jrsl, 2, ... fi; j(=>l, t, ... y,; isn-Snt, n-Sm + l, . .. n)^ 

und hieraus folgt, dass, wenn man zu den Elementen des mit (Jfj""*"^ be- 
zeichneten Modulsystems noch das Element v hinzunimmt, die Congruenz 
besteht: 

(56) Rec. {2(^ + *,) x,y,) • ^(SBrV ^ ^,^'-^ *>» 

Setzt man fttr die w* Variabein v^^ ganze Grössen eines Rationalitftts- 
bereichs (91', 91", . . .), und entnimmt man aus demselben Bereich ein Modul- 
system (SW, 3W", . . .), welches in allen Elementen des Modulsystems (-SfJ'"^), 

also sowohl in jeder der Yn(w + 1) Grössen: 
als auch in jeder der Grössen: 

m(«-tm-«) aj(n-tm-4) m(n-tm-6) 

enthalten ist, för welches aber die Grösse: 
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nicht congruent Null ist, so erhalt man die Gongruenz: 

^(T+*")*.y*)'-?(«r)^^-2'-aV*y* ('°*'^^-*'' ^'' ^"' •••^ 

Die Coeffidenten der bilinearen Form auf der rechten Seite sind Subdeter- 
minanten (n — w)*", d. h. also 2ni*~ Ordnung. Die Subdeterminanten gerader 
Ordnung bleiben aber, wie schon oben dargelegt ist, im Smne der Gongruenz 
fOr das Modulsystem (Jf,), also auch für das darin enthaltene Modulsystem 
(v, SW', 3W", . . .), ungeftndert, wenn man die Horizontalreihen und Vertical- 
reihen ihrer Elemente mit einander vertauscht. Die bilineare Form auf der 
rechten Seite der Gongruenz (56') ist daher symmetrisch. 



vn. 

Legt man den n* Variabein v^^ reelle Werthe t^^ bei, welche den 
Bedingungen: 

ir^^=0, ^a + '^^ki'^^ (/,*=-!, «,...n) 

genügen, also die Goefficienten einer altemirenden bilinearen Form bilden, 
und welche überdies so beschaffen sind, dass die Entwickelung der Deter- 
minante: 

\^ik + ^9^t i (i,*=l, 8,...«) 

nach steigenden Potenzen von v genau mit v"^ beginnt, so müssen die 
m Gleichungen bestehen: 

-^(«rZ-o C:tl::::U, 

in welchen 3J^'^ ganze ganzzahlige Functionen der reellen Grössen r^^ sind, 
und es müssen daher die sfimmtlichen Grössen: 

^x VJ=iO, 1, ... m-1/ 

62* 
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selbst gleich Null sein. Es sind also dann die sämmtlichen Elemente des 
oben mit (M^""^) bezeichneten Modulsystems gleich Null, und die Entwicke- 
lung jeder der ersten Subdeterminanten von: 

fengt daher mit t;"*~* oder einer höheren Potenz von v an. 

Ninunt man fttr die oben mit 9ß', 9)1", .. . bezeichneten Modulsystem- 
Elemente die folgenden: 



^ii7 ^a + ^kif ® 



(n-«m-2) «i(«-8ra-4) gi(ii-2m-6) 



welche, sobald man die Variabein v^^ durch die Grössen t.^ ersetzt, sämmt- 
lich gleich Null werden, so redacirt sich das Modulsystem in der Congruenz 
(56') auf den einfachen Modul v. Nimmt man endlich auch t; = 0, so geht 
die Congruenz (56') in die Gleichung über: 

(57) lim Rec. (^i— + *, J x.y.) ^- — ^22^^t '^ K Vi > 

X 

vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite in den mit SS^*"^ und -^ — 

bezeichneten ganzen Functionen der n* Grössen v.^, für diese die entsprechen- 
den reellen Grössen r^^ substituirt werden. 

Die bilineare Form auf der rechten Seite der Gleichung (57) ist, wie 
schon am Schlüsse des vorigen Abschnittes erwähnt worden, symmetrisch; 
es gilt daher der bemerkenswerthe Satz: 

Die Beciproke der bilinearen Form: 

T;?^«*^<y* + ^^*y* (i.*-i.2,...-), 

(68) d. h. also des Aggregats einer bilinearen alternirenden Form mit 
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reellen Coefficienten, dividirt durch t;, und der symmetrischen Form 
JS^kVky nähert sich, wenn man v bis zu Null abnehmen Iftsst, einer 
symmetrischen bilinearen Form, deren Coefficienten reelle (endliche) 
Werthe haben. 

Dieser Satz Iftsst sich noch allgemeiner in folgender Weise formuliren: 

Wenn f und f zwei conjugirte bilineare Formen mit reellen 
Coefficienten: 

•,* <,* 

bedeuten, und die Determinante der symmetrischen Form f+f 
nicht gleich Null ist, so nfthert sich die Reciproke der bilinearen 
Form: 

w + l ' 

welche eine Schaar mit conjugirten Grundformen darstellt, fbr 
w? + 1 = 0, einer symmetrischen Form mit reellen (endlichen) 
Coefficienten. 



Setzt man nftmlich: 



v — 1 ' 



so geht ^l't{ über in: 

und wenn nunmehr die synmietrisohe Form y (/*+ /") durch congruente 
Transformation in die Form: 

^^kVk 
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414 tmiER ORTHOGONALE SYSTEME. 

verwandelt wird, bleibt die Form ^if—f) alternirend, und ^^j]^ erhält 
also in der That die obige Gestalt: 



^^t^jt^iVk + ^Xjty, (/.*-!, 2....«), 

in welcher die Coefficienten r,.j die Bedingungen: 

r^^ — 0, r^^ + r^^. — (i. *=i, t,... «) 

erfallen. 

Die vorstehenden Sätze haben übrigens nur eine Bedeutung, wenn die 
Determinanten der alternirenden bilinearen Formen: 

f , k 

gleich Null sind; denn anderenfialls werden, für t; — oder w + 1 — 0, in den 
Reciproken der bilinearen Formen: 

die Coefficienten sämmtlich gleich NulL 

In dem obigen mit (58) bezeichneten Satze findet die am Schlüsse 
des art Y erwähnte Frage ihre Erledigung, nämlich die Frage, wie man sich 
bei der Oayüaj/schen Darstellung orthogonaler Systeme (c^^) denjenigen, welche 
zugleich synmietrisch sind, nähern kann. Denn bei dieser Darstellung wird 
das System der Elemente: 

als das reciproke eines Systems von Elementen 2^^^^ charakterisirt, welche den 
Gleichungen: 
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ÜBER ORTHOGONALE SYSTEME. 415 

genügen, oder also auch als das reciproke eines Systems von Elementen: 

^ + *^4 (Ai = l,t,...«), 

welche die Bedingungen erfollen: 

r^^ — 0, 1?^ + ^*,. — (/.*-i, «,...»). 

Nun können die Elemente eines reciproken Systems, als die nach den ein- 
zelnen Elementen des ursprünglichen Systems genommenen partiellen loga- 
rithmischen Diflferentialquotienten der Determinante, wenn diese gleich Null 
wird, nicht sämmtlich endliche Werthe behalten. Bei Annäherung an Systeme 

(y c^j -f- Y d^^) , deren Determinante gleich Null ist, muss daher wenigstens 
eme der w* Grössen -^ üher jede Grenze hinaus wachsen. Erfolgt nun die 

Annäherung m der Weise, dass man ftlr die n^ Grössen r^^ irgend welche 
endliche Werthe, wofür die Determinante \t^^\ gleich Null ist, festhält und v 
bis zur Null hin abnehmen lässt, so nähert man sich, wie der obige Satz (58) 

zeigt, stets einem zu dem Systeme (-^ + rf. J reciproken symmetrischen Systeme 
(t ^'* "J" T *<*) » dessen Elemente endliche Werthe haben, und dessen Deter- 
minante gleich Null ist. Das auf diese Weise aus dem Systeme (-^-j-rf^.J 

resultlrende System der n^ Elemente c^^ ist daher zugleich orthogonal und 
symmetrisch. 

vin. 

Bedeuten ^,„ ^,„... ^^^.„ 0^^ reelle Variabein und f,„ f,„ ... ?, „^,, ?^^ 
solche Werthe derselben, die den y^(^ + l) Bedingungsgleichungen genügen: 



(59) ,^S,.C*.-*p* 






9 
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416 tJBER ORTHOGONALE SYSTEBiE 

SO bilden die Systeme (^^ J eine aus der gesammten n? ÜEichen Mannigfaltig- 
keit der Systeme {z^^ ausgesonderte y n (n — 1) fache Mannigfeiltigkeit, welche 
aus den sfammtlichen orthogonalen Systemen mit n^ reellen Elementen besteht 
Diese y w (n — 1) fiebche Mannigfaltigkeit hat zwei getrennte Theile, von denen 

der eine die orthogonalen Systeme mit der Determinante + 1, der andere 
diejenigen mit der Determinante — 1 enthält. Bezeichnet man die einen mit 
{^a)^ ^^® anderen mit {^l^), so sind die charakteristischen Bedingungs- 
gleichungen: 

Nun entstehen sammtliche Systeme (f|;^^) aus den Systemen (g'/;^^) durch die 
Substitution: 

iii — — Cit (t=i.t....»), 

und es können daher auf diese Weise die beiden ^^(w — 1) fachen Mannig- 
faltigkeiten orthogonaler Systeme: 

auf einander eindeutig bezogen werden. 
Aus den Gleichungen: 

^%i + **i*) ikk - *a + iik^ <** ^ *-^' *• • -> 

folgt die Determinantenrelation: 

Nimmt man hierin für (f^ J ein System mit der Determinante — 1 und setzt 
dann z~l, so resultirt die Gleichung: 
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Die 2-w(n — 1) fache Mannigfaltigkeit {^l^^) besteht also aus lauter ortho- 
gonalen Systemen, welche sich der am Schluss des art. V entwickelten 
Gayley'&iäxen Darstellung entziehen. Aber von orthogonalen Systemen (f,^J^) 

giebt es, wie nun gezeigt werden soll, keine yn(n — 1) ÜEiche Mannigfialtig- 
keit, fllr welche die Bedingung: 



erfüllt wäre. 

Gabe es nämlich eine solche y w (n — 1) fache Mannigfaltigkeit, so 
müssten yw(w — 1) von den Grössen ^^^^ beliebig bestimmt und dabei die 
Gleichungen: 



:stirc-^.^ Ua1-i. U';'+*«Ho (..».M=x.v. 



. «) 



durch reelle oder complexe, endliche oder unendliche Werthe der übrigen 
Grössen f/^J^^ befriedigt werden können. Es müsste also, wenn: 



p.(+) _ '<* 



gesetzt wird, bei beliebiger Annahme von yn(w — 1) Grössen ^er^^, den 
homogenen Gleichungen: 

(60) ^V^*i = *.*^'' \^ik\ = ^'f \^n + ^k'\=^ („*,M-i,t.....) 

SO genügt werden können, dass eine der w* + 1 Variabein z unbestimmt 

bleibt. Wählt man nun für die y w (w — 1) Grössen z.^ , bei welchen jeder 

der beiden Indices kleiner als n und der erste nicht kleiner als der zweite 
ist, die Werthe: 

L. Kronooker*! Werke IIL 53 
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418 t)BER ORTHOGONALE SYSTEME. 

80 bestimmen sich die Werthe der übrigen Grössen z^^ mittels der Gleichungen: 
in folgender Weise: 

Z.^ = Of jgf^^ = 0, iSr^A — O (A,l,*-l,t,...«-l;<<*) 

Da femer durch die Bedingung: 

l^^^l = 0* (/.*=i,a,...fi) 

der Werth ^^^ — — ausgeschlossen wird, so ergeben sich auf Grund der 
gemachten Annahme und in Folge der ersten beiden von den Gleichungen (60) 
für die w* Grössen 2?.^ die Werthe: 

und die letzte von den Gleichungen (60) erfordert alsdann, dass i? — wird. 

Bei der obigen Bestimmungsweise von y n (n — 1) Grössen z^^ kann also den 

Gleichungen (60) nicht anders als durch NuUwerthe sömmtlicher n* + 1 
Grössen z genügt werden, und es ist somit der Nachweis geführt, dass es 

keine yn(n — 1) fache Mannigfaltigkeit von Grössen f/*^ giebt, für welche 

die Determinante: 



^(+) 



tli +s^A (»,*=i. «,...-) 



gleich Null ist. 



Da diejenigen Systeme der — w (n — 1) fachen Mannigfaltigkeit (f/^^), 
für welche die Determinante: 
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C^^+*.J (/.*=!, 2,...«) 



gleich Null ist, nur eine besondere, minder ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
bilden, so lassen sich die sämmtlichen Systeme der y w (n — 1) fachen Mannig- 
faltigkeit (f/itO^ abgesehen von einer darauf befindlichen besonderen Mannig- 
fialtigkeit geringerer Ausdehnung, in der Caylei/achen Form darstellen. Be- 
zeichnet man denmach mit t.^ für solche Werthe der Indices, bei denen 

l^i<k^n ist, Y n (w — 1) reelle unabhängige Variable und setzt fttr alle 
diese Werthe von i und k: 



hi ^n 



und überdies: 

so werden, gemäss der oben entwickelten Caylet/schen Darstellung ortho- 
gonaler Systeme, die beiden ^^(w — 1) fachen Mannigfaltigkeiten (f/^^) und 

(r.J auf einander eindeutig bezogen, indem man je zwei Systeme (f/^O* (^<a) 
als einander entsprechend auffasst, für welche die Systeme: 

ZU einander reciprok sind. 

Die Systeme (r. J bilden eine ebene — w (w — 1) fache Mannigfaltigkeit; 
die darauf eindeutig bezogene Mannigfaltigkeit der Systeme {^^^^) ist daher 
irreductibel, und da die Systeme (f/^^) und (g'/^J"^) einander eindeutig zugeordnet 
sind, so ergiebt sich als Resultat der vorstehenden Entwickelung, 

dass die gesanmite Mannigfaltigkeit der orthogonalen Systeme (f^J 

aus zwei irreductibeln y w (n — 1) £EU^hen Mannigfiiltigkeiten besteht, 

von denen die eine die orthogonalen Systeme mit der Determinante 
+ 1, die andere diejenigen mit der Determinante — 1 enthält 

68* 
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Dem Nullpunkt der yn(n — 1) fachen MannigMtigkeit r^^, d. h. dem 
Systeme: 

r,.^ — (/, t=i. «,...11), 

entspricht m der Mannigfoltigkeit (f/+^) der Punkt: 

also das Einheitssystem {?^^^). Für solche Punkte der Mannigfoltigkeit (f/^^), 
für welche die Determinante des Systems {^}^^ + rf^J gleich Null ist, giebt 
es in der ebenen Mannigfoltigkeit (r.J keine entsprechenden Punkte in end- 
licher Entfernung vom Nullpunkte, d, h, keine solchen, für welche jede der 

yn(w — 1) Grössen t^^ und also die Quadratsumme: 

I,* 

einen endlichen Werth hätte. Bezeichnet man diese Quadratsumme mit q^ 
imd setzt: 

r.j ■=■ Qt^^ (/,*=!, 8,... ••;^>0), 

SO erftülen die Systeme (i^J, da die Summe der n* Grössen i^^ gleich Eins 
ist, eine „einheitssphaerische'^ Mannigfoltigkeit. 

Nach diesen Yorbemerkimgen kann das im art. YII erlangte Besultat 
folgendermaassen formulirt werden: 

Wenn n ungerade ist, nähert sich die der gesammten 
sphaerischen (y n (n — 1) — l) fachen Mannigfoltigkeit {q i^ J ent- 
sprechende Punktmannigfaltigkeit (f/;J^) mit wachsendem q der- 
jenigen, welche von den orthogonalen symmetrischen Systemen (f/^^) 
gebildet wird; wenn aber n gerade ist, so tritt dies nur ftlr die- 
jenige Punktmannigfaltigkeit (^^^^) ein, welche der besonderen durch 
die Bedingung: 
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Ir^jl — (f.*-!.«,...») 



charakterisirten (y n (n — 1) — 2) fachen MannigMtigkeit (fii^^) ent- 
spricht. 

Es ist also für ungerade Zahlen n die unendliche sphaerische 
(y w (w — 1) — l) fache Mannigfaltigkeit (r^J , ftlr gerade Zahlen n die un- 
endliche sphaerische (y n (n — 1) — 2] feiche Mannigfaltigkeit (t^ J mit ver- 
schwindender Determinante, welche der MannigMtigkeit der orthogonalen 
symmetrischen Systeme (f/^^) entspricht Aber da die Mannigftiltigkeit der 
letzteren, wie schon Hr. Lipschitz gezeigt hat*), eine geringere ist, so treten 
sie bei der angegebenen Beziehung zur Mannig&ltigkeit (r^J mehrfach auf. 



IX. 

Nunmehr sollen, gemäss der Ankündigung im Eingang des art. Y, die 
Eigenschaften des aus den yn(n + l) Elementen: 



d^^ — ^tP^^Wj^^ ig, Ä-l, S, ... » g^h) 



bestehenden Modtdsystems untersucht werden, weil dadurch eine vollständigere 
Einsicht gewonnen wird als durch die Untersuchung des für orthogonale 
Systeme (f.J charakteristischen Gleichungssystems: 



6^^ — 2 l,iiki — ^» *-*• *' •• "* ^^*)- 



Denn es können überhaupt zwischen zwei Systemen ganzer Grössen eines 
natürlichen Bationalitätsbereichs (Sfl', Sfl", . . .): 



*) VergL den Schloss des art. II. 
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Relationen ganz verschiedener Art bestehen, welche die unbedingte Aeqni- 
valenz der beiden Oleichnngssysteme: 

(Sä'-o, aÄ"=o, aÄ'"-o,...), (m'-o, m'~o, m'"~o,...) 

begründen; die Untersuchung der zwischen zwei Modulsystemen: 

(3» , a» , a» , ...); (M , M , M , ...) 

obwaltenden Beziehungen führt daher zu einer vollständigeren Erkenntniss, 
als die Erforschung der gegenseitigen Abhängigkeit der beiden Gleichungs- 
systeme: 

(a»' — 0, aR"=o, aR"'-^o, ...), (m'— o, jif"— o, m"^o,...) 

gewähren kann« 

Im Sinne der Congruenz fttr das aus y n (n + 1) Elementen bestehende 
Modulsystem: 

(61) i^i^9*^^i ~ *^* ^' *"'• *••*"• ^^*^ 

ist das System der w* unbestimmten Variabein: 

em „orthogonales". Dieses Modulsystem (61) ist ein reines Modulsystem der 
durch die Anzahl seiner Elemente bezeichneten Stufe. Denn wenn es irgend 

ein Primmodulsystem einer geringeren (^^(n + l) — v) ° Stufe enthielte, so 

müsste den yw(w + 1) Gleichungen: 



durch eine (y n (w — 1) + t^ + l) fiu^he Mannigfoltigkeit von Werthen der 
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n* + 1 Variabein tr, also bei beliebiger Wahl von y^(^ — ^) derselben, noch 
durch eine (v + 1) fache Mannigfeiltigkeit genügt werden können , während 
doch, wie im vorhergehenden Abschnitt gezeigt worden ist, bei Festsetzung 

der Y ♦> (n — 1) Bestimmungsgleichungen: 

sich die Werthe der übrigen Variabein w in folgender Weise bestimmen: 

W^^ = + tOf w^^^O, M^^^ — O, tPn = (A,i,*=l,2....«-li<<*). 

Es bleibt also nur eine einfache Mannig&ltigkeit der n^ + 1 Grössen w^ und 
es ist somit, wie gezeigt werden sollte, in der That f^ — 0. 

Das Modulsystem: 

(61) 2^gi^ki "~ ^gh ^' *=*'• *' ••• "5 ^-*> 

ist dem Modulsysteme: 

(62) 2^ig^ik~^gk {9,h=^l,%...n',g-h) 

vollkommen aequivalent. Denn, setzt man zur Abkürzung: 

80 bestehen, gemäss den Formeln (39) im axt Y, die Relationen: 

Da nun das Product jedes Elements des zu (w^J redproken Systems (w[^ 
mit der Determinante W des Systems {w^^ eine ganze Grösse des Bereichs 
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der n' Grössen t€^^ ist, so erhält man durch Multiplication mit W die 
Congruenzen: 

(64) Wtp^j^^O (modd. ^^^), Tr^^^ = (modi^)^ c^,*, »\*=i, a,...«). 
Aus den Congruenzen 

2u^^iU;,, = d^, (modd.9)J, 2f^.^^a = ^gk (modd. ^ J 

(^1 *» », *— ii 1, ... «), 
folgt aber, dass für beide Modulsysteme {tp.j) und (^^J die Congruenz: 

Tr* = l 

stattfindet, und man gelangt daher, wenn man die Congruenzen (64) mit W 
multiplicirt, zu den beiden Congruenzen: 

(p^j^ =E (modd. ^^^) , 9»^^ ^ (modd. <p^j^ Or, a, /, *=.i, i, . . . «) , 

durch welche die nachzuweisende Aequivalenz der beiden Modulsysteme (61) 
und (62) begründet wird. 

4" 

Da für das Modulsystem (61) die Congruenz TT* = 1 besteht, so muss 
für jedes darin enthaltene Primmodulsystem die Determinante W entweder 
congruent + 1 oder congruent — 1 sein. Jedes in dem Modulsystem (61) 
enthaltene Primmodulsystem muss daher in dem einen oder dem andern der 
beiden Modulsysteme: 

(65) Q\,u;,,-.d^„ TT-l), Q^^u;,, -- d^,, Tr+ l) (..*=i. 2,...-) 

enthalten sein. Diese beiden Modulsysteme sind aber selbst prim; denn, wenn 
eines derselben ein Modulsystem ~n(n + l)*^ Stufe: 



tt _nt 



iM, M , M ,...) 
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enthielte, so würde die durch die Gleichungen Jf' — 0, Jf" — 0, Jf"' — 0, ••• 
repraesentirte -|- w (w — 1) fache Mannigfaltigkeit einen Theil derjenigen bilden, 
welche durch die Gleichungen: 






(66) 2^gi^ki — *pAl Tr=» fi (g, A=-l, 2, . . n; g<h) 



für e — + 1 oder für a — — 1 dargestellt wird. Es ist aber im vorhergehen- 
den Abschnitte nachgewiesen worden, dass diese Mannigfaltigkeiten irreduc- 
tibel sind, und es zeigt sich also, 

dass das Modulsystem (61), sowie das damit vollkommen aequiva- 
lente Modulsystem (62) keine anderen Primmodulsysteme enthalt 
als die beiden, welche oben mit (65) bezeichnet worden sind. 

Dabei möge noch hervorgehoben werden, dass das Modulsystem, welches aus 
der Composition der beiden Modulsysteme (65) entsteht, in folgendem ent- 
halten ist: 






{2 2rv,,i^,-28^) 
da bei der bezeichneten Composition die Elemente: 



i^l 



sowohl mit TT + 1 als auch mit TT — 1 multiplicirt vorkommen und also die 
Differenz von je zwei solchen Producten dem aus der Composition entstehen- 
den Modulsystem als Element hinzugefügt werden kann. 

X. 

Die Aequivalenzeigenschaft, welche im vorhergehenden Abschnitte für 
die beiden Modulsysteme (61) und (62) dargelegt worden ist, kommt auch 
den beiden allgemeineren Modulsystemen zu: 

L. Kroneokei's Werke HI. 5^ 
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(67) (^«,,t;,, - d^,) 

(68) (2v,,u,,-8^,) 
in welchen die Grössen: 



iß A, i-l, 1,...«), 



u^j, v^^ (*, 1—1, «, ...») 



je n* unbestimmte Variable bedeuten. 

Um dies nachzuweisen, setze ich zur Abkürzung: 

Alsdann bestehen die Belationen: 






U^, *,/,*-!, f,. ..!•), 



und also die Congruenzen: 

(69) UM.^ = (modd. M^^) , Fif^^^ = (modd. M^j^) c, *=i, «,...«) . 

Femer ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen von M^^ und -Sf^^ die 
Congruenzen: 

(70) ^u^,v^, = d^, {moid.M^,),JSv^,u,, = d^, (modd. .M J 

(<r,A, /,*=!, 8,...«), 

und hieraus folgt, dass für jedes der beiden Modulsysteme (Jlf^J und Jf^J 
die Congruenz: 
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ur=i 

stattfindet. Multiplicirt man nun die erstere der beiden Congruenzen (69) 
mit V, die letztere mit ?7, so resultiren die beiden Congruenzen: 

M^j^^O (modd. Jf^J, Jf^^^O (modd. J^^) (/.»-i, i, ...«), 

durch welche die nachzuweisende Aequivalenz der beiden oben mit (67) 
und (68) bezeichneten Modulsysteme (Jf^J und (Jtf^j) begründet wird. 

Die ersteren der Congruenzen (70) definiren das System (v^J als „das 
zu (w^J, im Sinne der Congruenz für das Modulsystem (-W^J, reciproke"; 
ebenso definiren die letzteren der Congruenzen (70) das System (w^ J als „das 
zu (v^J, im Sinne der Congruenz ftlr das Modulsystem (JtfjJ, reciproke". 
Da sich nun die beiden Modulsysteme (M^j) und (M^^) als einander vollkommen 
aequivalent erwiesen haben, so erweisen sich auch die beiden Definitionen 
als aequivalent Der ebenso ein&che als wichtige Satz, 

dass das reciproke eines reciproken Systems das ursprüngliche 
System ist, 

behält daher im Sinne der Congruenz für jedes beliebige Modulsystem seine 
Gültigkeit Denn wenn die w* Congruenzen: 

^ u^^ v^f^ = d^^ oder also -M^^ ^0 o^, *, <«i, i, . . . «) 

far irgend ein Modulsystem (9R', 9R", ...) des Rationalitfttsbereichs (SR', SR", ...) 
bestehen, sobald für u^^, v.j gewisse ganze Grössen U^;^, SS^^ desselben Bereichs 
gesetzt werden, d. h. also, wenn das System (SS^J, im Sinne der Congruenz 
modd. 9W', 9R", . . ., zu (U^J reciprok ist, so ist das Modulsystem (9R', 9R", • . .) 
in dem Modulsystem (Jlf.J und also auch in dem aequivalenten Modul- 
system {M^^) enthalten, d. h. es bestehen auch die w* Congruenzen: 

M^^ = oder ^ v^, u^^ = d^^ (modd. 2»', 2Jl", . . '.) c^, *. <-i. i. . . . «> , 

64* 
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sobald darin SS^^ für v^^ und U,.^ für w^^ substituirt wird, und es ist daher 
auch, im Sinne der Congruenz modd. 9W', SR", . . ., das System (U,;^) reciprok 
zu (iBJ. 

Bezeichnet man mit U^^ die Elemente des zu {u^^ adjungirten Systemes, 

O TT 

setzt man also ^kk"^j^^ ^^ erhält man für die Doppelsumme: 



^kh 



-S'V**!* (^^** - *^A*) ^^ *• '• *=^' *» • • -> 



Ä, • 



je nachdem man zuerst nach h und dann nach i oder in entgegengesetzter 
Folge summirt, die beiden Ausdrücke: 

Hieraus erschliesst man, da UV^\ (modd. M^^ ist, die Congruenzen: 
^ik —^^ik = ^ («»ö^^- ^gd öder (modd. 2^u^i ^a — *^*) 

Andererseits resultiren aus den Gleichungen: 



die Congruenzen: 

2%i ^ik ~^gk^^ (modd. UV — 1 , t;^4 — Ft^,*) ^' *» '' *"*» «.•••«). 
Es besteht daher die Aequivalenz: 
(71) t,§Vt;,,-(J^,)rv;(irF-l, ^-FtT^J (..*-!,»....«), 
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welche bei Vertauschimg der Grössen u und v m folgende übergeht: 



. /=*• 



(72) (^^t;^^u,,-(jjrv;(17r-l, u^.-ÜV^,) c.,a-i, «.....). 

Da nun, wie oben gezeigt worden ist, die beiden ersteren Modulsysteme in 
den Aequivalenzen (71) und (72) einander aequivalent sind, so sind auch die 
beiden Modulsysteme: 

einander aequivalent. 

XL 
Setzt man: 

so gehen die obigen Gleichungen (63), sowie die im art. V angegebenen 
Formeln (34) fdr li — 1, in folgende Aber: 

Va - ,-§**a«** - «a " ^i <'' ^-^^ *• ' *>» 

und das System (w^^ — d^ J ist f&r das Modulsystem (tp^j) sowie für das 
aequiyalente System (^^^ ein orthogonales. 

Setzt man femer: 
Bo hat man, entsprechend den Relationen (37) im art. V, die Congruenzen: 
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fOi das im vorhergehenden Abschnitte mit (M^j) bezeichnete, aus den 
n' Elementen: 

bestehende Modulsystem. Es ist daher: 

9^^ = (modd. ^.^, JfJ, ^.j = (modi 9^^, MJ ^ »-1. «...«), 

d. h. die beiden aus je 2n' Elementen bestehenden Modulsysteme: 

sind einander vollkommen aequivalent. Indem man nun füi die Elemente 
9ikf i^af ^ik ihrö Werthe substituirt, erhält man die fundamentale Aequi- 
valenz : 

und also unter Benutzung der im vorhergehenden Abschnitte hergeleiteten 
Aequivalenzen (71), (72) noch die beiden folgenden: 



welche die Ausdehnung der Coyfot^schen Darstellungsweise orthogonaler 
Systeme auf solche Systeme enthalten, denen die Eigenschaft der Orthogonalitat 
nur fOr ein gewisses Modulsystem zukommt. 
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Um dies näher darzulegen, seien: 



tt,4 (<.*-l.t,...n) 



solche ganze Grössen eines natflrlichen Bationalitatsbereichs (91', W, . . .), 
dass das System: 

im Sinne der Congruenz fOr ein demselben Bereich (91', 91 ', . . .) angehöriges 
Modulsystem (ßl', SR", .•.), ein „orthogonales" wird. Die hierfÄr charak- 
teristischen Congruenzen sind sowohl: 



An« 

als auch: 

Aal 



(76) ^u,^ u^^ — u^^ — Uj, = (modd. W', SR", . . .) a, a-i. t. ... «) 



(76') ^^ki^kk — "a — %i = (modd. SR', 2»", . • .) (^ *-i. 1, ...«). 



Falls nun das System (u^J überdies die Eigenschaft hat, dass die 
Determinante U, im Smne der Congruenz modd. SR', SR", ..., ein Divisor 
von 1 ist, d. h. dass es eine ganze Grösse SS des Bereichs (91', 91", . • .) giebt, 
welche mit U multiplicirt der Einheit congruent ist, so resultiren aus der 
Aequivalenz (74), wenn darin: 

gesetzt wird, die Congruenzen: 

(77) *,^-»U,4-»U4, = (modd. 2R', SR", . • •) (f.*-i,f.... «), 

in welchen ^ durch die Congruenz bestinmit ist: 

U» = 1 (modd. SR', SR", . . .) , 
und U,j die Elemente des zu (u,J adjungirten Systems bedeuten. 
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Wenn andererseits die Elemente eines dem Bereich (fR', fR", . . .) 
angehörigen Systems: 



den Congruenzen genügen: 

und überdies die Eigenschaft haben, dass die Determinante des Systems (ü^J, 
welche mit 35 bezeichnet werden möge, im Sinne der Congruenz modd. aW, SR", •.., 
ein Divisor von 1 ist, d. h. dass es eine ganze Grösse U des Bereichs (SR', 91", . . .) 
giebt, welche mit 35 multiplicirt der Einheit congruent ist, so resulturen aus 
der Aequivalenz (75), wenn darin: 

gesetzji wird, die Congruenzen: 

(78) J' U»,,U«,, - US,, — U«,, = (modd. 2»', 2R", . . .) 

(<, *«i, i,...«), 

in welchen U durch die Congruenz bestinmat ist: 

U» = 1 (modd. a»', SR", . . .), 
und 3S<jt di® Elemente des zu (p^^) adjungirten Systems bedeuten. 

Man erhalt somit alley im Sinne der Congruenz modd. SR', SR", . . ., 
orthogonalen Systeme: 



für welche die Determinante: 



(^.*-*a) (I. *-!.«....«), 



|U.j| (H*«l, «....!•), 
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im Sinne der bezeichneten Congruenz, ein Divisor von 1 ist, wenn man aus 
allen Systemen (ö^^), deren Determinante SS in eben demselben Sinne ein 
Divisor von 1 ist, also einer Congruenz: 

US = 1 (modd.2Jl', m'\ ...) 

genügt, und für welche überdies die Congruenzen: 

*/* - ^ik -^ki = ^ (°^odd. SR', 2R", . . 

erfüllt sind, Systeme (u,^) mittels der Gleichungen: 

u.j = US.^ (<,*-!, «... «) 

bildet. Denn dass diese Systeme orthogonale (im Sinne der Congruenz 
modd. SR', 9W", . . .) sind, geht aus den Congruenzen (78) hervor, und dass 
es keine anderen giebt, wird durch die Congruenzen (77) dargelegt. 



XII. 

Für den Bereich (SR = 1), d. h. für den absoluten Rationalitfttsbereich 
der rationalen Zahlen, ftlr welchen sich das Modulsystem (9R', SR", . . .) auf 
einen einfachen ganzzahligen Modul SR reducirt, sind nach der vorstehenden 
Entwickelung alle diejenigen, aber auch nur diejenigen orthogonalen Systeme 
ganzer Zahlen (w^^) durch die Cayley' sehe Form darstellbar, für welche die 
Determinante: 

modulo SR , ein Divisor von 1 ist; d. h. das Problem der Aufiändung ganz- 
zahliger Systeme (w^J, welche den Congruenzen genügen: 



^to^ito^i^ dgj^ (mod. SK) iß, »-1, f, . . . ») , 

L. Kroneoker's Werke HI. 65 
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lasst sich dann und nur dann in der Cayley' Bchen Weise lösen, wenn die 
Determinante Iw^ + cf^il relativ prim zu SK ist. In diesem speciellen Falle 
ganzzahliger Moduln, und flberhaupt far jedes Modulsystem höchster Stufe, 
steht hiernach die Anzahl der in der Caylej/sohen Form nicht darstellbaren 
orthogonalen Systeme zur Anzahl der darstellbaren in endlichem Verhftltniss, 
und die für die Cayley'Qche Darstellungsweise gebotene Beschränkung macht 
sich somit bei der Ausdehnung auf relativ orthogonale Systeme noch starker 
geltend. Dass aber diese Beschrankung nicht in der Natur der orthogonalen 
Systeme selbst begründet ist, erkennt man z. B. daraus, dass jene der 
Cayley'Qchen Darstellungsweise hinderliche Eigenschaft der orthogonalen Systeme 
bei deren Composition nicht nothwendig erhalten bleibt 

Um dies näher darzulegen, gehe ich auf die im art. VIII enthaltenen 
Entwickelungen zurück. Es sind dort die sämmtlichen orthogonalen Systeme 
mit reellen Elementen und der Determinante + 1 mit (f/^^) und mit: 

Y w(w — 1) reelle unabhängige Variable bezeichnet worden, während die den 
übrigen Indexsystemen i, k entsprechenden Werthe t^^ durch die Gleichungen: 

ir^^ + r^^ — (f,*«i, 1,..,«) 

bestimmt worden sind. Alsdann ist gezeigt worden, dass für jedes specielle 
orthogonale System (f/^*^, flr welches die Determinante: 

\ia+^ik\ (/,»=.!, 2,...«) 

von Null verschieden ist, VSTerthsysteme der Variabein t^j^ existiren, flr welche 
die Systeme: 

zu einander reciprok sind. Bezeichnet man also zur Abkürzung das einem 
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Elemente u^^ in dem reciproken Systeme entsprechende Element mit rec. w.^ 
und setzt demgemass: 

d log I u. I 

SO ist: 

ia + ^a - rec. I (^a + *a) ^'' ^-^' *' - -^ 

oder also: 

(79) tjt^ = -. d,^ + 2 rec (r,, + *..,) (^ *=t, t. . . . «) . 

Alle diejenigen orthogonalen Systeme (f/^^), für welche die Determinante 
I f/» ^ + ^ik I ^^^^^^ gleich Null ist, können daher in folgender Form dargestellt 
werden: 

(80) (- d,, + 2 rec (r,, + d,,)) (/. »-i, «, ...»), 

Während die orthogonalen Systeme (f/j^, för welche If/*^ + «^^1 "^ ^^*> ^ 
dieser Form nicht mit enthalten sind. 

Bedeutet nun {&^^) irgend ein specielles der orthogonalen Systeme (f-^^J^^), 
so wird offenbar die Gesammtheit derselben auch durch: 

dargestellt, d. h. die Systeme, welche aus der Composition aller orthogonalen 
Systeme mit irgend einem bestimmten hervorgehen, bilden ebenfalls die 
Gesammtheit der orthogonalen Systeme, Componirt man aber nur alle in 
der Form (80) enthaltenen orthogonalen Systeme mit (<yj^^), so können unter 
den resultirenden orthogonalen Systemen solche vorkommen, welche selbst 
nicht in der Form (80) darstellbar sind. Bei der Darstellungsweise ortho- 
gonaler Systeme: 

(- d,, + 2 rec (t,, + (J J) (6^;^) o\ *-i, t. • • . «) , 

66* 
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welche, ebenso wie die Cayley'Qche: 

genau y n (n — 1) Parameter enthält, sind daher, je nach der Wahl des 

speciellen Systems (<yJtO> die darzustellenden Systeme anderen und anderen 
Beschränkungen unterworfen, und die einzelnen dieser Beschränkungen erweisen 
sich hiemach als unwesentlich. 

Die vorstehende Betrachtung führt aber nicht bloss zur Erkenntniss, 
dass die bei der Ca^%^schen Darstellungsweise auftretende Beschränkung eine 
unwesentliche ist, sondern sie zeigt auch, wie eben diese Beschränkung auf- 
gehoben werden kann. 

Aus der Composition des Systems (— d^^ + 2 rec. (— r^^ + d^J) mit irgend 
einem speciellen orthogonalen Systeme (c^^), dessen Determinante gleich + 1 

ist, resultirt nämlich ein orthogonales, von Yn(n — 1) Variabein t.^ ab- 
hängendes System (F^J mit der Determinante + 1, und da es, wie im art, Vlll 
nachgewiesen worden ist, keine — w (w — 1) fieu^he MannigfiEiltigkeit von Grössen 
^ik S^^^^f ^ welche die Gleichungen: 

2F^,F,,~d^,, \F,,\^1, \F,, + d,,\~0 c.*.M=i.t....«) 
erfüllt waren, so ist die Determinante: 

SO lange die Yn(w — 1) Grössen t^;^, bei denen i<k ist, variabel bleiben, 

von Null verschieden. Es ist daher auf das componirte System (J)J die 
Cayley^Bche Darstellungsweise anwendbar, d. h. es wird: 

(81) F,, d,, + 2 rec. (/;, + d J (/. *-i, s. . . . «) , 
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WO /J4 rationale, den Gleichungen: 

fik + fhi "^ ^ ^'» *"*' *» ••• "^ 

genügende Ptmctionen der w* Grössen F^^ bedeuten. Diese letzteren sind 
wiederum, gemäss der symbolischen Compositionsgleichung : 

(82) (- j^.^ + 2rec.(-r,^ + (JJ) (cj = (1^,,) (/, *-i. t,...«), 

rationale Functionen der Grössen c^^ und der y w (w — 1) Variabein r^^ , bei 

denen i<k ist; es sind daher auch die w* Grössen /J^ rationale Functionen 
derselben Grössen c,.^ und r^^. 

Fügt man auf beiden Seiten der Compositionsgleichung (82) vorn das 
System hinzu: 

(— *,4 + 2rec. (r,^ + 8^^) (i. »-i. ». ... «), 

welches das reciproke des Systems: 

(- *a + 2 reo. (r^, + d J) oder (- 8,^ + 2 rec. (- r,, + * J) 

(i, 4=1, « ...») 

ist^ so kommt: 

(^a) — (— *i* + 2 rec (r,^ + d. J) (FJ (/. *-i, 2. . . . «) , 

oder also mit Benutzung der Gleichung (81): 

(83) {€,,) = (- 8^^ + 2 rec. (r,, + 8,,)) (- *,, + 2 rec (/), + d..,)) 

(r, *=.l, 2,...«). 

Diese symbolische Compositionsgleichung zeigt, 

dass sich atisnahmslos jedes specielle orthogonale System c^^ , mit der 
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Determinante + 1, als Resultat der Composition eines aus Yn(w — 1) 
tMtbestimmten Varidbeln: 

gebildeten Systems: 

(- *,, + 2 rec. (r .^ + dj) (/, *-i. «. . . . «) 

mit einem Systeme: 

(— (J^j + 2 rec. (Z;^ + *a)) ^'' *='• *» • "^ 

darstellen lässt^ in welchem die Grössen f.^ rationale Functionen 
der unbestimmten Variabein t.^ und der Elemente des darzustellen- 
den Systems c^^ sind. 

Dabei genügen die Grössen r.^ und f^^ den Gleichungen: 

^a + ^ki — 0, f,^ + /;, — 0, *=-i, «, ... «), 

und gemäss der Compositionsgleichung (83) lassen sich auch die Elemente c^^ 
als rationale Functionen der Grössen r^^ und /)j ausdrücken. Es gehören also 
einerseits die Grössen /)j zu dem aus den Elementen: 

c^j, r^j (/» t=i» 8, . . . «) 

gebildeten Bationalitätsbereich, andererseits die Grössen c^^ zu demjenigen, 
welcher aus den Elementen: 

/;„ r,, (/.»-Li,...«) 

zu bilden ist. 

In der ausnahmslosen Darstellung orthogonaler Systeme, welche durch 
die Hinzunahme von y w (w — 1) unbestimmten Variabein t^^ ermöglicht wor- 
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den ist, bewährt sich wiederum jenes ^^methodische Hülfsmittel der EinfClhrung 
von unbestimmten in die Algebra und Arithmetik'^ dessen Nützlichkeit und 
Bedeutung ich in meiner Festschrift zu Hm. Kummer^s Doctorjubiläum n£ther 
daxgelegt habe.*) Man kann aber in der Gleichung (83), welche die Dar- 
stellung aller orthogonalen Systeme liefert, fOr die Unbestimmten t^j^ auch 
irgend welche bestimmte Grössen substituiren, wenn diese nur so beschaflFen 
sind, dass die in der Gleichung vorkommenden Nenner nicht gleich Null 
werden. Hierfür ist es, wie die Gleichungen (81) und (82) zeigen, nothwendig 
und hinreichend, an Stelle der unbestimmten r^^ solche Grössen zu setzen, 
dass beide Determinanten: 



i*,* + ««|, i^a + «a| 



(<,*=!,«, ...••) 



von Null , verschiedene Werthe erhalten, und dies ist f&r ein gegebenes 
bestimmtes System (c^J stets möglich, da ftlr die aus der Gleichung (82) bei 
unbestimmten v^j^ resultirenden Elemente F^j^ die Determinante | F^j^ + rf^^ | nicht 
identisch gleich NuU wird. Demnach können^ wenn irgend ein orthogonales 
System mit der Determinante + 1 gegeben ist, dessen Elemente c^^^ einem 
Rationalitätsbereich (91, 91', 91", . . .) angehören, stets Grössen: 



^kf 6, 



ik 



wird, so dass die Compositionsgleichung besteht: 



*) Vgl. den Schloss des § 22 der citirten Festschrift;. ^ 
') Band II S. 868 flgde. dieser Ausgabe. 



(^*-i, j,...«) 



desselben Bereichs gewäMt werden, welche den Gleichungen: 

(84) a,^ + 0^.-0, b,j + b,,-0 o-,»-i,2, ...«> 

genügen, und für welche: 

(85) c,,~ 2(^d., + 2rec.(a,, + dJ) (— (>^^ + 2rec(b,, + (JJ) (m-i, «,..«) 



H. 
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(86) (c J = (~ S,, + 2rec. (o,^ + * J) (- S,^ + 2rec. (b,, + S,,)) u. *-l t. . . . «) . 

Da nun andererseits offenbar jedes aus den beiden Systemen rechts componirte 
System ein orthogonales System des Bereichs (91, 91', 91", . . .) mit der Deter- 
minante + 1 ist, sobald fttr a,^, h^^ irgend welche den Gleichungen (84) 
genügende Grössen desselben Bereichs genommen werden, so ergiebt sich das 
Resultat: 

AUe orthogonalen, einem RationalitAtsbereich (9i, 91', 91 ', • . .) an- 
gehörigen Systeme (c^J mit der Determinante + 1, und nur diese, 
werden durch die Composition von je zwei Systemen: 

(- *,, + 2 rec. (a,, + dj) , (- ö,, + 2 rec. (b,, + dj) 

erhalten, in denen a^^y b^^ irgend welche den Gleichungen (84) 
genügende Grössen des Bereichs (91, 91', 91', . • .) sind. 

Die hier erlangte, ausnahmslos zulassige Darstellungsweise ortho- 
gonaler Systeme, bei welcher allerdings ein und dasselbe System aus ver- 
schiedenen Werthsystemen von a^j, b,^ hervorgeht und also mehrfitch vor- 
kommt, ist auch auf solche Systeme anwendbar, welche nur in Beziehung 
auf ein gewisses Modulsystem orthogonal sind. Sie bildet eine wesentliche 
Erweiterung der Cayley' Bchen Darstellungsweise, und diese resultirt selbst 
daraus, wenn man die sämmtlichen Grössen b^^^ gleich Null annimmt. Aber 
bei einer solchen Specialisation der obigen allgemeineren Darstellungsweise 
bleibt die volle Allgemeinheit der Darstellbarkeit nicht erhalten. So können, 
wie schon am Schlüsse des art. V gezeigt worden ist, die orthogonalen 
Systeme: 

(— *^4 -f 2rec (a^^ + d^^)) a, »-i, 8, ... » 

für endliche Werthe a^^ niemals symmetrisch sein, ausser wenn alle Grössen a^j^ 
gleich Null sind; aber unter den aus der Composition zweier Systeme: 

(— *a + 2 rec. (a,j + 9,,)), (- *,, + 2 rec. (b^, + dj) (a »-i, «. . . . «) 
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hervorgehenden Systemen smd z. B. diejenigen symmetrisch, bei welchen: 

^* — — *a + rec (J (1 — s^) *^j + e^ rec (o.^^ + dj) (^ »=i, f. ... ») 

ist, vorausgesetzt, dass die Werthe i^ in gerader Anzahl gleich — 1 und die 
übrigen gleich + 1 sind. Denn setzt man: 

so wird: 

und aus der Gleichung (85) ergiebt sich alsdann die Relation: 



durch welche gemäss der Gleichung (6) im art. I das System (c^^ als ein 
orthogonales symmetrisches charakterisirt wird. 



xm. 

Eine von der Cayfey'schen principiell verschiedene, f&r den Fall reeller 
Grössen ausnahmslos zulässige Darstellung orthogonaler Systeme durch 

Y n (n — 1) Parameter erhält man nach jener Methode der Transformation 

eines Aggregats von Quadraten in ein anderes, welche ich in meiner Mit- 
theilung vom Februar 18730 auseinandergesetzt und auch oben im art IV 
benutzt habe.*) 



*) Vergl. Leonhardi Euieri commentationes arithmeticae coUectae, Tom. I, p. 427 
und C. G. J. JacoMa gesammelte Werke, Bd. III, S. 601. 

Band I S. 808—848 dieser Ausgabe. H. 

L. Kroneoker*! Werk« m. 66 
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Bedeutet nämlich, wie im art. I : 

irgend ein orthogonales System und: 

ein „elementares^^, d. h. ein solches, dessen Elemente in folgender Weise be- 
stinmit sind: 

c^^ - cos v^,, c^, = sin v^,, c^, = 



C^^ — d.^ (/, »=»l. 2, ... n; i^ffi i^k), 



- % - «I» ^^A ; C,, - COS V^^ , c,,-= 



80 resultirt aus der Composition: 

(Ca) (cj 

ein orthogonales System, in welchem die beiden durch die vorderen Indices 
g und h charakterisirten Horizontalreihen die Elemente haben: 



''gk ^"^ ""gk n- ^Ä* »"* ^gk 
— <>ak ^^ ^ak + <^kk CÖ8 V, 



Während die übrigen Horizontalreihen mit denen des Systems (c^J überein- 
stinmien. Bezeichnet man nun das elementare orthogonale System (c,^), um 
die Abhängigkeit seiner Elemente von der Winkelgrösse t;^^ hervorzuheben, 
mit: 

so wird jenes aus der Composition mit (c^J resultirende System durch den 
Ausdruck: 

(®M)(o 

symbolisch dargestellt 
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Es sei jetzt zuerst g — 1, h^n, und v^^ werde so bestimmt, dass 
das Element: 

welches in dem componirten System: 

an der ersten Stelle der n*~ Horizontalreihe steht, gleich Null wird, und dass 
zugleich das erste Element der ersten Horizontalreihe einen positiven Werth 
bekommt. Dies ist stets möglich, auch wenn c^^ — > ist^ da in diesem Falle 

nur Vj^ gleich y^ oder —^ genommen zu werden braucht. 

Alsdann sei ^ — 1, ä — n — 1 und Vj ^_j werde so bestimmt^ dass das 
erste Element der (w — 1)*~ Horizontalreihe in dem System: 

(«(«,,-.)) (®KJ)(0 

gleich Null und zugleich das erste Element der ersten Horizontalreihe positiv 
wird. Fährt man in dieser Weise fort, so erlangt man ein System: 

(«K)) («(t'i.)) ••• (eK..i)) («(t'J) (O, 

in welchem alle Elemente der ersten Verticalreihe, mit Ausnahme des ersten, 
gleich Null sind und das erste Element einen positiven Werth hat. Es ist 
also, wenn die Elemente des Systems mit c^^ bezeichnet werden: 

Si-^si ^^.1-0, 

und da das System ein orthogonales ist, also die Gleichungen bestehen: 

-^ C*l ^Al - 1 » -^ ^M \k = <*-». ». •••»), 

SO folgt, dass: 

66 • 
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Cjj — +1, Cjj^ — (*-2,8, ...n) 

sein inuss. Das System (c^^^) ist daher nichts Anderes als ein orthogonales 
System von (n — 1)* Elementen: 

welchem nur eine Horizontalreihe: 

^u- + l> ^"12 = 0, ^13-0, ... c,^-0 
und eme Verticalreihe: 

^n- + li ^ii-0, c,, = 0, ... f^,-0 

angefügt ist. Setzt man von diesem System (c^^), welches wesentlich nur 
ein orthogonales System von (n — 1)* Elementen ist, schon voraus, dass es 
als Resultat der Composition von lauter elementaren Systemen in folgender 
Weise darstellbar ist: 

(eW)(e(0)...(e(Vi,«)). 

so folgt nunmehr, 

dass jedes orthogonale System von n* Elementen sich als Resultat 
der Composition einer Reihe von y » (» — 1) elementaren orthogonalen 
Systemen: 

(87) (« K,)) (ffi (t; J) ...(d (t;,.^ J) (ffi (t;,.^ J) 

darstellen Iftsst, deren jedes von einer Grösse v abhängt. 

Andererseits ist klar, dass aus der Composition Idiebiger elementarer ortho- 
gonaler Systeme stets ein orthogonales System hervorgeht. Der mit (87) 
«bezeichnete Ausdruck stellt demnach, in der angekündigten Weise, aus- 
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nahmslos jedes orthogonale System mit reellen Elementen durch y n (n — 1) 

Parameter v dar. Doch ist dabei zu bemerken , dass nicht jeder emzelne 
Coefficient der elementaren orthogonalen Systeme (cos v^ sin t;), sondern nur 
das Verhältniss (i^ v) rational in den Elementen des durch den Compositions- 
ausdruck (87) darzustellenden Systems ausgedrückt wird. 

Das mit ©(v^J bezeichnete elementare orthogonale System lasst sich 
als Resultat der Composition anderer elementarer Systeme in folgender Weise 
darstellen: 

mvj) ((8(t;J) (@(t;,^)) ((g«^) (®(t;,;) (@(t;,,)) {® (vj) {divj), 
wenn hierbei: 

gesetzt wird. Hieraus folgt, 

dass sich jedes orthogonale System als Resultat der Composition 
einer Reihe von elementaren darstellen lasst^ welche nur aus den 
n — 1 Systemen: 

®(^i«). «(t'is)>---e(0 

entnommen zu werden brauchen, 

und diese Art der Darstellung ist besonders dazu geeignet, die partiellen 
Diflferentialgleichungen herzuleiten, durch welche die bei orthogonalen Trans- 
formationen ungeftndert bleibenden Functionen der Coefficienten von Pormen- 
systemen charakterisirt werden. 
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XIV, 



Bezeichnet man, wie in den §§ 13 und 14 meines am 6. Juni 1889 
vorgelegten Aufsatzes"^ mit: 

(8) F''\x,, x,....xj, F^*>(x,, x„...xj, F^\x,, x,,...xj,... 

homogene Formen der Dimensionen r^ , r, , r, , . . . , ist also wie dort: 

(88) f'\z„ z„ ... xJ^:S CZ,,,...,A'^ '" <' ' 

(89) C^^ — ^ ^ =- 

Pi • Ps • • • • 1>« « cx^ öx^ ... ^«, 

und werden nnnmehr zwei Formensysteme (S), (S*) dann und nnr dann als 
,,eigenüich aequivalent*^ betrachtet, wenn die Formen des einen Systems in die 
des andern durch eine „etgenüiche orthogonale^^ Transformation^ d. h. dnrch 
eine solche mit der Determinante + 1, übergefCLhrt werden können, so wird 
eine Function der Coeffidenten C^^. . : 

anf Grund des am Schlüsse des vorhergehenden Abschnittes entwickelten 
Resultats, als eine Jbivariante der eigentlichen Aequivalenz (S)ro(S')'' voll- 
ständig durch die Bedingung charakterisirt, dass jede der n — 1 Functionen: 

(^l) IDT.I , ...1, 

*) yfiie Decomposition der Systeme Ton n' Grossen und ihre Anwendung auf die 
Theorie der InTarianten'^^) 

t) Band m S. 816—868 dieser Ausgabe Ton L. Krtmedser's Weiken; s. S. 848—167. H. 
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welche den Werthen r — 2, 3, ... n entsprechen, von v unabhängig seilt 
muss. Differentürt man also diese n ^ 1 Functionen nach v und setzt das 
Resultat gleich Null, so erhalt man n — 1 für die Invarianteneigenschaft der 
Function Inv. C . . C^\ «>...) charakteristische Differentialrelationen. 

Das Resultat der Differentiation ist ein Aggregat von Producten je 
zweier Factoren, von denen der eine die nach je einem der Argumente: 

d*^ F ' («1 cos « + «^ Bin «, ... «^_i, — «1 sin t? + «^ cos r, x^^^ , . . .) 

p^i i),i . . . p^! a«f* dx^ . . . a«i^" 

genommene partielle Ableitung der mit (91) bezeichneten Fimction ist, während 
der andere Factor durch die nach v genommene partielle Ableitung eben 
dieses Argumentes, d. h. also durch: 

d^^ F («1008» + «^ sin«, . . . «^.j, —x^buiv + x^cobv^ *r+i» • • •) 

Pi ! p, ! . . . 1)^ I a© axf * dx^* . . . dxl* 

gebildet wird. Diese letztere Ableitung kann mittels folgender Betrachtung 
umgeformt werden. 

Aus der unmittelbar zu verificirenden Formel: 

dF(Xi 008 » + a:^ sin «, — «j sin r + x^ cos v) dF dF 

dv '^^''dxl ^i a«^ 

erhalt man durch successive Differentiation nach den Yariabeln x^^ und x^ die 
allgemeinere Formel: 

^ ^ dvd^dx', ~ aa?}+*aaj*-^ da^r^da*^' '^^'d^^'da* ^^ a^r* a«*+* ' 
Die Richtigkeit dieser Formel, in welcher der Ein£a>chheit halber die Fimction : 
F(Xj^ cos v + a;^ sin v, -^ x^siav + x^ cos v) 
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nur durch F bezeichnet ist, kann auch durch Inductionsschluss nachgewiesen 
werden. Denn wenn man die Richtigkeit fdr die Systeme der Zahlen: 

(A-1, *), (A,t-1) 

voraussetzt^ so folgt das eine Mal durch Differentiation nach x^^ das andere 
Mal durch Differentiation nach x^ die Richtigkeit der Formel (93) f&r das 
System der Zahlen (h, k). 

Ersetzt man in der Formel (93) h durch p^, femer * durch p^ und F 
durch: 

gi%-^-'r j»^jp^ eo%v + x^mnv^ . . . «^„i, — «j sin t? + «^ cos r , «^+i, . . .) 

Pti p,i ^ ^ ^ pjd^* . . . dx^ii^dx^ir . . . ' 

so werden die beiden letzten Glieder auf der rechten Seite gleich Null, 
weil sie die (r^ + 1)**, nach Yariabeln x^, a?,, ... genommene Ableitung der 
Function: 

F(x^eoBv + x^miv, ... x^^^f — x^miv + x^eoav^ ^r+n'*-) 

enthalten, welche eine homogene Function der Yariabeln x von der Dimaot- 
sion r^ ist, und der Ausdruck (92) wird hiemach in folgenden umgeformt: 

d^^^^ Fix^eonv + x^mv, ... x^_^, — jc^ nn p + x^ cot p, x^^^, . . .) 
'' PxlPt^.^Pn^dx^^^dx^...dx^ll'dx^^''dx^lY... 

d^* F(x^eo%v + x^tanv^ . . . «^.j, — «j ain r + «^ cot p, «,.+i# • • •) 

' j»i I ft! . . . p.i dx^^^dx^ . . . a«r:r ö*r'*'^*f;v • • • 

Setzt man nun analog der Gleichung (89): 

ih.^.. ^- P^lp,l...p.ldx^dx^...dx:^ 

80 geht der Ausdruck (94) Aber in: 
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und der nach v genommene Differentialquotient des Ausdrucks (91), d. h. also : 



ainv. f.. 



V •• ^PlfPif"Pm''j 



dv 

wird durch die Summe: 



PliPfi "' P» 

dargestellt, wenn man darin C^^\ £etlls einer der unteren Indices negativ ist, 
gleich Null nimmt 

Die Gleichungen, welche entstehen, indem der Ausdruck (95) ftlr 
r = 2, 3, ... n gleich Null gesetzt wird, sind voUkonmien gleichbedeutend 
mit denjenigen, welche man erhalt, wenn man die Coefficienten C durch die 
Coefficienten C ersetzt, und es resultiren alsdann die n — 1 partiellen DiflFe- 
r entialgleichungen : 



(96) -^(Px+DC^-p^-V.... 



\ Pl* Pj* '"Pm^ f 

^^Pl»Pt,"'Pn 



— ^Ci>r + i)S»,-i,...P,+i,...p. rT5) ' 

^^Pl^Pi*'"Pn 

welche den « — 1 verschiedenen Werthen: 

r — 2, 3, ... n 

entsprechen, und in welchen links in Beziehung auf ^^, rechts in Beziehung 
auf p^ nur von 1 an, in Beziehung auf alle übrigen Summationsbuchstaben p 

L. Kroneoker*! Werk« HL 57 
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aber auf beiden Seiten von an so zu summiren ist, dass stets die 
Bedingung : 

erftült bleibt, wahrend die Summation in Beziehung auf q von 1 an bis zu 
derjenigen Zahl zu erstrecken ist, welche die Anzahl der Formen des zu 
Grunde gelegten Formensystems (S) bezeichnet. 



XV. 

Die n — 1 partiellen Differentialgleichungen (96) , durch welche die 
„Invarianten eigentlich orthogonaler Transformationen des Formensystems": 



(S) 






vollständig und in elegantester Weise charakterisirt werden, stehen in einer 
bemerkenswerthen Beziehung zu jenen 2n— 2 partiellen Differentialgleichungen, 
welche ich im § 14 meines schon oben citirten vorjahrigen Aufsatzes"^) für 
die Invarianten allgemeiner linearer Transformationen mit der Determinante 
JEüns entwickelt und dort mit (Y) bezeichnet habe. Setzt man nämlich zur 
Abkürzung den Differentialausdruck: 



m ^(p, + i)C 



'■■"•(•••<:.......••■) 



hPi-hPst'"Pn o ^(9) 

^ ^PltPi* 'Pn 



gleich: 



^..'•»-(•••c;:^..-..'---)' 



*) „Die Decomposition der Systeme von n* Grössen und ihre Anwendung anf die 
Theorie der Invarianten".^) 

*) Band Ul S. 867 dieser Ansgabe. H. 
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80 werden die n — 1 partiellen Differentialgleichungen für die Invarianten eigent- 
lich orthogonale Transformationen durch: 

Dj^Inv. (... C''\ . ...) -D^-Inv. (. . . Cj'^^ . • . .) 

(r=2.S,...»), 

aber die 2n — 2 partiellen Differentialgleichungen für die Invarianten allgemeiner 
linearer Transformationen mit der Determinante Eins durch: 

2),^IaT.(... Cj'\ ^ ,...)=D^,InY.(...C^'\ ^ ,...)- 

l,r \ Pi 1 Pj I • • . P« ' / »^.1 \ Pi » Pf I . . . P„ ' / 

dargestellt. Das in den obigen Differentialgleichungen (96) und in den 
Differentialgleichungen (V) meines vorjährigen Aufsatzes enthaltene Besultat 
kann also dahin formulirt werden: 

Wahrend die Invarianten eigentlich orthogonaler Transformationen 
eines Pormensystems: 

(98) ^ CJ^, . x'^x',' ... <- /P„P.....P.-o,i,^.., X 

dadurch vollständig charakterisirt werden, dass jeder- der n — 1, den 
Indices r — 2, 3, ... n entsprechenden Differentialausdräcke: 



i<i) 



-5'^i>. + i)Cv..P.-.. 



^i^- (•••<! P.....P.---) 






(p,=i, «, ...; Pi, Pa, • .p.—o. ii «.•••; Pi+Pj+ • • •+P»=%i «-ii «» •••) 

bei Vertauschung der Indices p^ und p^ seinen Werth beibehält, 
tritt fOr die Invarianten allgemeiner linearer Transformationen mit 
der Determinante Mns noch die Bedingung hinzu, dass jeder dieser 
Werthe gleich NuU sein muss. 

67* 
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Der besondere Fall, in welchem sich das Formensystem (S) auf eine 
einzige quadratische Form reducirt, verdient sowohl an sich als auch deshalb 
hervorgehoben zu werden, weil derselbe auf andere Weise bereits von Herrn 
Lipschüz in seinem oben in der Einleitung citirten Aufisatze behandelt 
worden ist.*) 



Bezeichnet man mit: 



U^j^ «,i=-l, «,...!•;<<*) 



~ n (« + 1) unbestimmte Variable und setzt: 

so bilden die n* Grössen: 

ein symmetrisches System, und es ist: 

f,» * 

eine quadratische Form mit variabeln Coeffidenten. Setzt man also: 

so wird: 

^«MW... "^^11 > ^)«00... *" ^2« » ^»W... "^^88 >•••> 

^1100... ™ 2Mjj, Cjjjio... ~ 2w,,, Cjjiio... ==• 2u^, . . ., 



*) Ich bemerke hierbei, dass ich überhaupt erst durch die citirten Entwicke- 
loDgen des Hrn. Lipschüs auf das allgemeinere Problem der Ermittelung von partiellen 
Differentialgleichungen f&r die Invarianten orthogonaler Transformationen gefdhrt 
worden bin. 
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und der oben mit (97) bezeichnete Differentialausdruck geht in folgenden 
über: 

in welchem, der Einfiichheit halber, die Argumente der Function Inv. (. . . w^^, . . .) 
weggelassen worden sind. Gemäss dem oben mit (98) bezeichneten Resultat 

werden also die Invarianten orthogonaler Transformationen der 
quadratischen Form: 

dadurch vollständig charakterisirt, dass jeder der n — 1, den Indices 
r — 2, 3, ... n entsprechenden DifFerentialausdrücke: 

(99) w- -5 f- ^ u,. -5 — 

bei Vertauschung der Indices 1 und r seinen Werth beibehält, 

und die n — 1 partiellen Differentialgleichungen fdr diese Invarianten ent- 
stehen daher aus der folgenden: 

,,^N *v7 ainv. ainvA ( d Inv. ^ Inv. \ 

wenn man darin dem Index r nach einander die Werthe 2, 3, ... n beilegt 

Bei der obigen üebertragung des mit (98) bezeichneten Resultats auf 
den speciellen Fall, wo sich das Formensystem (S) auf eine quadratische 
Form reducirt, musste von der Einschränkung auf eigentlich orthogonale Trans- 
formationen abgesehen werden, weil in diesem Falle die Unterscheidung 
zwischen den beiden Arten von orthogonalen Transformationen, d. h. zwischen 
denjenigen mit der Determinante + 1 und denjenigen mit der Determinante 
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— 1 , hin&llig wird. Jede quadratische Form ist nämlich sich selbst un- 
eigentlich aequivalent, d. h. sie kann mittels einer orthogonalen Substitution 
mit der Determinante —1 in sich selbst transformirt werden , und es kann 
desshalb keine Invarianten geben, welche ausschliesslich Invarianten fiOr eigent- 
lich orthogonale Transformationen waren. 

um sich davon zu überzeugen, dass jede beliebige quadratische Form 
mit reellen Coefflcienten: 

durch uneigentlich orthogonale Substitutionen in sich selbst transformirt 
werden kann, braucht man nur jene stets zulassige, schon im art. I an- 
gewendete Darstellung der Coefficienten a^^ in der Form (1): 



Aal 



a,, = ^^l),c,,c,j o.*=.i.2.....) 



zu benutzen, in welcher die Grössen c^^ die Elemente eines orthogonalen 
Systems bedeuten. Setzt man nämlich: 



so wird: 









und hieraus folgt bei Benutzung des obigen Ausdrucks für a^^ die Gleichung: 



also, für «jk — ± 1 : 



1 1 C M j ff K 
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Die quadratische Form 2^ih^i^k ^^^ demnach mittels der Substitution: 

in sich selbst transformirt, und diese Substitution ist eine tmeigenUich ortho- 
gonale, d. h. eine solche mit der Determinante — 1, wenn c^ — — 1 und ftlr 
jeden von 1 verschiedenen Index c^ = + 1 genommen wird. 

Die Anzahl der von einander unabhängigen Invarianten orthogonaler 
Transformationen der quadratischen Form 2'^ih^i^k i^* genau gleich n; sie 
ergiebt sich nfimlich zuvörderst als die Differenz zwischen der Zahl yw(w + 1), 

welche die Mannigfaltigkeit der quadratischen Formen und der Zahl Yn(n — 1), 

welche die Mannigfaltigkeit der orthogonalen Transformationen angiebt, und 
sie reducirt sich nicht weiter, weil keine auch nur een&che Mannigfaltigkeit, 
sondern nur eine endliche Anzahl orthogonaler Transformationen der qua- 
dratischen Form 2'^ik^i^k ^ ^^^^ selbst existirt. Die Invarianten orthogo- 
naler Transformationen der Form ^u^^x^x^ bilden hiernach selbst eine wfache 
Mannigfaltigkeit. 

Da die quadratische Form: 

in welcher z eine unbestimmte Variable bedeutet, mittels der orthogonalen 
Substitution: 



A 
Ab-1 

in die Form: 



x,^2c,,y, (/-i,t....«) 



/, k 



übergeht, so sind die beiden Determinanten: 
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einander gleich. Nun ist die quadratische Form ^'^nViVk ^^^ orthogonal 
transformirte der Form ^'^ik^i^k'^ ^® Determinante: 

\^^ik + ^ik\ (s*=i, «,...«) 

ist also för jeden beliebigen Werth von z eine Invariante orthogonaler Trans- 
formationen der Form ^u.j^(x>.x^y und es kann daher die n fache Mannig- 
faltigkeit dieser Invarianten durch die n fache Mannigfaltigkeit von Deter- 
minanten : 

repraesentirt, d. h. es kann jede Invariante als eine Function von n, ver- 
schiedenen Werthen von z entsprechenden Determinanten: 

|^*a + **.*! (*,*=!, 1, ...!•) 

dargestellt werden. Zu einem directen Nachweis des Bestehens jener par- 
tiellen Differentialgleichungen (100) genügt es hiernach zu zeigen, dass sie 
erfüllt werden, wenn man darin för Inv. (. . . %, . . .) die Determinante 
j^(f^^-|-^^^| setzt, oder dass in diesem Falle der mit (99) bezeichnete Diflfe- 
rentialausdruck^ nämlich: 

bei Yertauschung der Indices 1 und r seinen Werih nicht ändert. 

Der angegebene Differentialausdruck kann zuvörderst in folgender 
Weise dargestellt werden: 

— ' -'— 5r ■ + 2,yii„ + «,*) (1 + *Ar) älT <•• *-»• »• - -)• 



du,, ^ X^,^""» ^ "»*' ^^ ^ "'' 2»; 



'Ar 
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Da nun das System der Grössen zd.^^ + w^^ ein symmetrisches ist, so ist der 
Factor von ^errf^^ + u^j^ in der vorstehenden Summe genau die doppelte Ad- 
jungirte der Grösse ^^^r'^'^kry ^- ^- ^^ besteht die Relation: 

Da femer für jeden der Werthe r = 2, 3, ... n: 

5%*x. + t^J adj. (5*,, + t*,,) - 
ist, so reducirt sich jener DiflFerentialausdruck auf das Glied: 



e- 



du^, 



von welchem, vermöge der Symmetrie-Eigenschaft des Systems (w^J evident 
ist, dass es bei der Vertauschung der Indices 1 und r ungeftndert bleibt. 

In dem schliesslich noch zu erwähnenden besonderen Falle, wo das 
Formensystem (8) aus n linearen Formen: 



k=»l 



2^ik^k (/-l. 2, ...!•) 



besteht, nehmen die partiellen Differentialgleichungen (96) folgende einfache 
Gestalt an: 



*""• ainv. *^" ainv. 



Die Mannigfaltigkeit dieser Formensysteme ist eine n* fache, die der ortho- 
gonalen Transformationen, wie immer, eine yw(w — 1) feche, also die der 

L. Kroneoker^i Werke TU, &S 
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Invarianten eine (w* — -i- n (n — 1)) fache, und diese können sämmtlich als 
Functionen der —^(w + l) speciellen Invarianten: 






^ U.^ Uj^^ «, *=1, 2. . . . •; << *) 



dargestellt werden^ deren Invarianteneigenschafb unmittelbar erhellt, wenn 
man die Grössen w^^, u^j^ durch die orthogonal transformirten: 

r=3ii «San 

ersetzt. Dann geht nämlich jene Summe über in: 



und da die innere auf h bezügliche Summe wegen der Orthogonalitftt des 
Systems (c^^) gleich rf^, wird, so kommt, wie oben: 

Die angegebenen y n (w + 1) speciellen Invarianten bleiben auch bei 

uneigentlichen orthogonalen Transformationen ungeöJidert, aber im vorliegenden 
Falle existiren noch Invarianten, welche wwr bei eigentlichen orthogonalen 
Transformationen ungeändert bleiben. Zu diesen gehört offenbar die Deter- 
minante des Functionensystems, nämlich: 

|U^^| «,*=.!, «»...II), 

da die Determinante des transformirten Systems linearer Functionen gleich 
dem Product: 
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wird. Diese Livariante \Uf^\ lässt sich desshalb nicht als eindeutige Function 



jener y w (w + 1) Invarianten: 



A»ii 



AbI 



kh 



(l, l;=l, 9, ... ii; i<k) 



ausdrücken, sondern nur ihr Quadrat wird mittels der Relation: 



«*a - 



2 

A«-l 



2n,,u, 



kh 



(<.*-!, S....«) 



als ganze rationale Function jener y n (n + 1) Invarianten dargestellt 



68* 
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ÜBER DIE COMPOSmON DER SYSTEME VON n* GRÖSSEN 

MIT SICH SELBST. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenflchaften am 82. Mai 1890.] 



I. 

Bedeuten ;8iJ*^ fttr t, A — 1, 2, . . . n unbestimmte Variable und n^^l die 
n* Elemente desjenigen Systems, welches aus r- maliger Composition des 
Systems {z^pj) mit sich selbst hervorgeht, so sind die Grössen z^ll durch die 
Gleichungen definirt: 



und es bestehen auch die allgemeineren Relationen: 

/9\ V ÄD Am) _^ U+m) //, t =1, 2, .. . i«\ 

W ^^, ^ih ^hk '^ik li. m=o, 1, 2,. ./ y 

wenn ftlr den oberen Index Null: 



^a-*a (^ *-!,«,..-) 



gesetzt wird. 

Bedeuten nun femer: 



rec, (a^J (f, *=i, 2, ...«) 



Digitized by 



Google 



464 ^ER ^^ coMPOsrnoN dee Systeme von n* geössen mit sich selbst. 

die n* Elementfe des zu einem System (a^J redproken Systems, so sind die- 
selben durch die Relationen bestimmt: 



1=1 
und stehen zu den Adjungirten der Grössen a.^ in der einfachen Beziehung: 

adj. (a.j) = I «^ I rec. (a^^) (/. *-i, «...»•). 

Dies vorausgeschickt, erhält man, wie ich bereits im art VII meines im 
Monatsbericht vom Februar 1873 abgedruckten Aufsatzes*) gezeigt habe, die 
folgende Reihenentwickelung von rec. {zd^^ — s^H) nach fallenden Potenzen der 
Variabein z: 

(4) rec. {jsS,, - zfl) - 2 -^ c *-^ »••••")• 

Denn der Definitionsgleichung für rec. {^6^J^ — z^ll)j wie sie gemäss der Gleichung (3) 
zu formuliren ist: 



2 

1=1 



(5) 2 {eS.f, — z^H) rec. (^9*,^ — z^^) « d^^ (*, *=i, 2, . . . n) 



wird genügt, wenn man für rec. {zd^j^ — z^^^ die Reihe auf der rechten Seite 
der Gleichung (4) substituirt, da alsdann der Ausdruck auf der linken Seite 
der Gleichung (5) in folgenden übergeht: 



r=»0 » 1=1 

welcher bei Anwendung der Gleichung (1) sich auf die Differenz: 

*) „üeber die yerschiedenen Sturni^cken. Reiben und ihre gegenseitigen Be- 
riehnngen.^^) 

^) Band I S. 803—848 dieser Ausgabe; s. S. 886-845. # H. 
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r = OD (r) r=aoo Jr+l) 

d. h. also in der That auf rf^^ redudrt. 



hl y 



'A4 



In der Gleichung (4) sind die Elemente der durch Composition mit 
sich selbst entstehenden Systeme als Entwickelungscoefficienten dargestellt. 
Man kann dies noch dahin formuliren, 

dass die nach fallenden Potenzen von z fortschreitende unendliche 
Reihe: 

r«oo 

deren Coefficienten bilineare Formen der je n Variabein x\ y' sind, 
gleich der Reciproken der bilinearen Form: 

ist, 

und hieraus ergeben sich unmittelbar die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass aus wiederholter Composition eines Systems mit 
sich selbst zwei Systeme hervorgehen, welche einander gleich oder auch nur 
in Bezug auf ein gegebenes Primmodulsystem einander congruent sind. Dabei 
ist jedoch die Voraussetzung hinzuzufügen, dass die Determinante des Systems 
nicht gleich oder congruent Null sei. 



IL 
Bezeichnet man mit: 

n* ganze Grössen eines natürlichen RationaHtatsbereichs (91', 91", . . .) und 

L. Kronecker*! Werke IIL 69 
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mit (9Jt', 9Jt"y . . .) ein Primmodulsystem desselben Bereichs, so kann die 
obige Frage dahin formulirt werden, unter welchen Bedingungen die n* Con- 
gruenzen: 

(6) C = C"' («nodd. 3»; SR", . . .) f \'l'::;- ") 

erfdllt sind, w&hrend die Determinante: 

modtUis 9K', 2R", • . . nicht congruent Null ist. 

Gemäss der Gleichung (2) geht aus der Oongruenz (6) die folgende 



hervor: 

A»l 



und es kommt also, wenn mit 31,1 <^i^ Adjungirte von ^f bezeichnet wird: 



oder: 

US !'(*,* -Ö^O (modd.aR', 3R", ...) (p.*-i.i....n). 

Da nun die Determinante } j^^^ | nicht congruent Null ist, so ergiebt sich die 
Oongruenz: 



k ' ,n.w« " 



jjf = *^j (modd. 3R', SR ", . . .) a. *-i, «. • «) 

und hiermit das Resultat: 

Wenn überhaupt bei der Composition eines Systems (jjj^^ mit sich 
selbst ein und dasselbe System mehr als einmal vorkommt, so muss 
dabei auch das Einheitssystem vorkommen, und wenn dieses zum 
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ersten Male bei iF-maliger Composition auftritt, so gehen aus der 
Oomposition von (jj^) mit sich selbst nur die v verschiedenen 
Systeme: 

(*a)» (Ö. (Ö, •.-(»!;"*') (^*=»i.^....n) 

hervor. 

Für die Existenz einer Congruenz (6) ist daher die einer Congruenz: 

jj;^ = 8,^ (modd. SK', m'\ . . .) ('. *=i, «, ... n) 

nothwendige und hinreichende Bedingung, und man kann demnach die weitere 
Untersuchung in der Weise fahren, dass man das System der n* unbestimmten 
Variabdn zf^ im Sinne der Congruenz fttr das aus n* Elementen: 



z^!'^ — d^4 (/.»=i, i,...») 



bestehende Modulsystem behandelt 



IIL 



Für das Modulsystem (/^^ — rf^ J geht die aus der Gleichung (2) resul- 
tirende Congruenz: 



^tv^r^^^ir^ (.*-x.i,...n) 



über in: 



'* ** — '* 



«!;' = «;;*"> («.t-i. ......), 



und die Gleichung (4) verwandelt sich demnach in die Congruenz: 

(7) («' - 1) rec. (tsd,, - «<'»>) = J^^'»/"'-» o, »-.. v- «), 

r=sO 

deren Inhalt man auch dahin formuliren kann, 

69» 
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dasB die Reciproke der bilinearen Form: 

k i,k 

ftlr das Modulsystem: 

der bilinearen Form: 






congnient ist. 



Es ergiebt sich also als eine nothwendige Bedingung ftlr die Existenz 
einer Congruenz (6): 



> ' <M<« " 



dass die Reciproke der bilinearen Form: 

(8) ^^^kVk —2 &y* ('» *=^' «-•• -), 



<.* 



nach Multiplication mit /— 1, einer ganzen Function von z 
modtUis 2R', 2R", . . . congruent werde. 

Dass diese Bedingung aber auch eine hinreichende ist, erkennt man unmittelbar, 
wenn man in der Congruenz: 

rec. (zd,, - .f,>) = -^*2^i^>-*-^ (, *-,. ..... .,, 

welche der Bedingung gemäss bestehen muss, den Ausdruck auf der rechten 
Seite auf die Form bringt: 
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da alsdann aus der Yergleichung mit dem Ausdruck auf der rechten Seite 
der Gleichung (4) die nachzuweisende Gongruenz: 



resultirt. 



4r*>=i^^> (^*-i,v.-) 



IV. 



Für den speciellen Fall, wo an Stelle der Congruenzen Gleichungen 
treten, wird durch die Bedingung, 

dass die Elemente des zu (z&^j^ — ^fl) reciproken Systems sich als 
rationale Functionen von z mit dem Nenner z* — 1 darstellen lassen, 

wohl in der einfachsten und übersichtlichsten Weise ein System jj.^ über- 
haupt als ßin solches charakterisirt, dessen t^-malige Composition mit sich 
selbst das Einheitssystem liefert.'*') Nun ist eine bilineare Form: 

^ (^^ik - in) ^iVk (M-i,2,...n) 

dann und nur dann in die Form: 

transformirbar, d. h. die n' Grössen jfj sind dann und nur dann in der Form: 

(9) Sf* =.-?«,* S*''»'* (.•.*=..».....) 



*) Dem Wesen, wenn anch nicht der Form nach findet sich die Bedingung 
schon in einem Yom 4. April 1887 datirten Aufsatze des Hrn. Lipschite (Acta Mathe- 
matica X, S. 137). 
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darstellbar, in welcher (c^J, (c^'J zu einander reciproke Systeme bedeuten, 
wenn die ganze Function von z^ welche in dem einfachsten Ausdrucke der 
Beciproken von: 

den Nenner bildet, keine gleichen Factoren enthalt*) Da diese Reciproke 
für die oben charakterisirten Systeme ^H als ein Ausdruck mit dem Nenner 
z" — 1 erscheint, so ist die angegebene Bedingung erfüllt, und es lassen sich 
daher die Elemente j^^ jedes Systems, für welches die Gleichung: 

(10) Ja — *a (^t-i, «,...») 

besteht, in der Form (9) darstellen. Die Gleichung (10) geht aber alsdann 
in folgende über: 






2c,X<k-^ik (/,*-!.«....«), 



und hieraus resultirt, wenn man auf beiden Seiten mit o^^o^^ multiplicirt und 
dann über alle Werthe von i und k summirt, die Bedingung: 

f* = l (i^-i, «,...1.) 

als eine nothwendige, welche sich aber offenbar auch als eine hinreichende 
erweist In der Form (9) sind also, wenn v die kleinste Zahl ist, för welche 
die n Bedingungen: 

5;=^ £;-i,...c-i 

zugleich erfallt werden, alle Systeme ^^ imd nw solche enthalten, welche 



*) Dieser Satz ist Yollstandig analog demjenigen fiber quadratische Formen, 
welchen ich im art. III meiner Torhergehenden Abhandlung „über orthogonale Systeme^ 
entwickelt nnd dort mit (21) bezeichnet habe.^) Der Beweis ist anch genan in derselben 
Art wie a. a. 0. zn führen. 

Band III S. 869—469 dieser Ausgabe; s. S. 886—886. H. 
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erst nach f^-maliger Composition mit sich selbst das Einheitssystem 
liefern.*) 

Die vorstehenden Entwickelungen, welche ganz unmittelbar aus den- 
jenigen meiner schon oben citirten Abhandlung vom Februar 1873 und aus 
meinen in den Monatsberichten von 1874 veröflfentlichten Mittheilungen über 
bilineare Formen hervorgehen, habe ich, genau in der hier auseinander- 
gesetzten Weise, schon im Wintersemester 1875/76 und alsdann auch wieder- 
holentlich in meinen Universitatsvorlesungen über Determinantentheorie vor- 
getragen. Die Darlegung der weiteren Ergebnisse, welche ich aus meiner 
neueren Behandlungsweise der bilinearen Formen gewonnen habe, behalte ich 
einer folgenden Mittheilimg vor; aber einige der hauptsä,chlichsten will ich 
schon hier anführen. 

Ist F{z) eine ganze Function m^ Grades der Variabein Zy in welcher 
der Coefficient von ^ gleich Eins ist, und setzt man: 

F{z) =;?"* — 2 ^mk'^ (*=«0, l,...m-l), 

80 werden durch die Congruenz: 

i ^^ c^4 ^ (mod. F{z^ (*=-o, 1, . . . m-i) 

die Coefficienten c^^ far jede positive ganze Zahl r vollkommen bestimmt. 
Dabei ist offenbar für r<m\ 

C^^«= i^^ (*-0, 1, ...m-l), 

und für r — w stimmen die Coefficienten c^^ in der Congruenz mit denen 
von F{z) überein. 

Die m' Elemente des Systems: 

K + l,*) (*,*=0,1... ...1) 

*) Yergl. die Ausführungen in der vom Juni 1877 datirten Abhandlung des 
Hm. CamiXU Jordm (Jonmal fBr Mathematik, Bd. 84, 8. 112). 

^) Band I S. 349—414, 421—483 dieser Ausgabe. H. 
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bilden die Coefficienten des von z unabhängigen Theiles der bilinearen Form: 

*=am— 1 i;=m— 1 4:=m-l 

deren Determinante gleich F{z) ist. Durch diese bilineare Form wird, wegen 
der Variabilität von z, eine Schaar repraesentirt, und zwar eine in Beziehung 
auf einen gegebenen Rationalitätsbereich „elementare", d. h. nicht weiter zer- 
fibllbare Schaar, wenn F{z) die Potenz einer in demselben Rationalitätsbereich 
irreductibeln Function von z ist 

Das in allgemeinerer Weise durch irgend welche m auf einander fol- 
gende Werthe des ersten Index charakterisirte System: 

entsteht aus der if-maligen Composition des speciellen Systems: 
mit sich selbst. Ein solches System ist wegen der Congruenz: 

Z"^" =^ C^^y ^/ (mod. jF (jEf)) (A, »«-O. 1, ... m-l) 

offenbar dann und nur dann das Einheitssystem (cf^J, wenn F(z) ein Theiler 
von z'' — 1 ist. 

Bezeichnet man ein System von m* ganzen Zahlen, welches erst bei 
i^-maliger Composition mit sich selbst das Einheitssystem ergiebt, als ein 
„imeigentliches zum Exponenten v gehörendes Einheitssystem", so ist (c^+i^J 
ein solches, wenn v die kleinste Zahl ist, für welche z* — 1 durch F{z) theil- 
bar wird. Bezeichnet man femer diejenigen uneigentlichen Einheitssysteme 
als „primitive", fOr welche F{z) der zu v gehörige irreductible Factor von 
z" — 1 ist, so kann man das Hauptresultat der Untersuchung dahin formuliren, 
dass es diese primitiven uneigentlichen Einheitssysteme sind, durch welche 
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sich alle uneigentlichen Einheitssysteme in einfachster Weise darstellen lassen. 
Dabei ist noch hervorzuheben, dass sich fOr den Fall F{z)^^ — 1 das 
System (c^+i^J auf das uneigentliche Einheitssystem: 

reducirt, in welchem aber cf^^ durch ö^j, zu ersetzen ist. Da hierdurch eine 
cyklische Substitution dargestellt wird, so sieht man, dass sich hier eine 
bemerkenswerthe, aber, wie ich glaube, noch nicht bemerkte Zerlegungsweise 
cyklischer Substitutionen ergiebt. 



L. Kronecker'8 Werke lU. 60 
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Druckfehlerverzeichniss zum dritten Bande. 



S. 113 Z. 2 V. 0. Btatt „1895" lies „1886**. 

S. 866 Z. 8 V. 0. statt ,^f'«2*, . . . a;^"" liea „«f*«,* . . . a;^"**. 

S. 887 Z. 8 V. 0. statt w^P* <?*;<?**" li«« „^ — ^hihk^' 

h A 9a 



(Verbeseerang gegen das Original) 
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